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PREFACE 



Ge second volume contient les lemons que j'ai pro- 
fess^es a la Sorbonne du mois de mars au mois de 
juin 1890 et qui ont et^ recueillies et redig^es par 
M. Brunhes. Je commence par lui en exprimer toute 
ma reconnaissance. 

La premiere partieest consacr^e aux theories d' Am- 
pere et de Weber, la seconde a la th^orie de Helm- 
holtz qui contient comme cas particuliers celles de 
Neumann, de Weber et de Maxwell. J'ai dii assez 
profond^ment modifier le mode d'exposition de Helm- 
holtz; ce savant .emploie en eifet des notations nou- 
velles tout a fait differentes de celles de Maxwell ; 
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Tidentite des Equations auxqueUescondui seniles deux 
theories, dans le cas oil elles sont d*accord, se trouve 
ainsi artificiellement dissimulee ; le but principal de 
Helmholtz est ainsi moins completement atteint qu'il 
ne pourrail Tetre. Mais ce n'est pas tout, Helm- 
holtz emploie les unites electrostatiques, c'est-k-dire 
des unites telles que Tattraction de deux unites ^lec- 
triques a Tunite de distance soit egale a Tunite de 
force ; mais cette attraction depend du pouvoir induc- 
teur K du dielectrique dans lequel sont plongees 
ces deux masses ^lectriques. L'unit^ ^lectrostatique 
n'est done pas la mSme selon qu'on la definit dans 
Tair, comme on le fait d'ordinaire, ou dans un autre 
milieu. L'unit6de Helmholtz estd^finie, non dans Tair, 
mais dans un milieu impolarisable id6al qui depend 
de rhypothfese faite sur la valeur de Tun des deux 
coefficients numeriques qui caract^risent la th^orie. 
Gette unite est done variable avec ce coefficient et 
dans le cas parliculier ou la theorie de Helmholtz est 
d'accord avec celle de Maxwell, cette unite est nulle. 
Ilr^sulte de ces circonstances d'incessantesobscurites 
qui d^routent le lecteur. Mais ces difficultes sont pu- 
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rementartificielles. J'aicherche k les eviter en prenant, 
comme Maxwell, les unites ^lectromagn^tiques. 

La troisieme partie du cours est consacr^e k la 
th^orie des experiences de Hertz. Beaucoup de por- 
sonnes trouveront cette tentative bien pr^matur^e et 
elles n'auront pas tort ; je n'ai pii arriver k aucune 
conclusion dMnitive, les resultats exp^rimentaux ne 
le permettent pas encore. Aussi cette partie de Tou- 
vrage est destin^e k vieillir rapidement et il faudra la 
recommencer dans quelques ann6es. Mais Timpor- 
tance de la question est assez grande pour que Ton 
prenne la peine de recommencer cette tache plusieurs 
fois. Peul-etre d'ailleurs les quelques tentatives que 
j'ai pu faire et les doutes meme que j'exprime ne 
seront-ils pas sans ulilite pour les chercheurs qui 
construiront Tedifice d^finitif . 

Nous avons cru devoir ajouter,aux lemons r^dig^es 
parM. Brunhes deux chapitres compl(^mentaires. Le 
premier, qui contient la description succincte des ex- 
periences de Hertz est Toeuvre personnelle de M. Blon- 
din. II avait ete r^dig^ d'abord pour elre joint au 
premier volume qui contient les lemons professees de 
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mars k juin 1888 {et non 1889 comme la couverttire 
de ce 'premier volume leportepar erreur). II trouve 
mieux sa place a cot^ de la th^orie d^taillee de ces 
monies experiences. 

D'autre part j'ai termine par un chapitre compl^- 
mentaire que les progres rapides de la science avaient 
rendu ndcessaire. Entre le moment ou j'ai clos le 
courset cetui ou le manuscrit a et^ livr^ aTimpression, 
c'est-a-dire entre lesmoisde juinet denovembre 1890, 
diverses publications, et en particulier celle des nou- 
velles experiences de MM. Sarrasin et de la Rive ont 
modifie mes id^es sur certains points. 
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Quelques mots des notations employees dans cet 
ouvrage. Je d^signerai habituellement par x,y^z^ les 
coordonn^es du point attire, par x\y\z\c^We^ du point 
attirant, par r la distance de ces deux points. Je re- 
pr^senterai un 61^ment de volume par (ix ou par dz' 
suivant que j'aurai appel^ le centre de gravity de 
cet element, a?, y^zon af,y\z\ De mSme un ^l^ment de 
surface s'appellera dw et ses cosinus directeurs /, m, n, 
si son centre de gravite s'appelle x^ y^ z\ il s'appel- 
lera d^', et ses cosinus directeurs l\ m\ n' s'il a pour 
centre de gravite le point x\ y\ z! , Je suivrai lamSme 
rfegle pour une fonction quelconque ; si par exemple 
j'appelle p la density 61ectrique au point x, y, z^ 
j'appellerai p' la densite electrique au point x\ y\ z\ 
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Je ferai un frequent usage de la formule de Max- 
well (Voir le 1^' volume de cet ouvrage, § 117, 
page 130) qui permet de transformer une integrale de 
ligne en integrale de surface et r^ciproquement. 

J'emploierai aussi la m^thode de Tint^gration par 
parties appliquee aux int^grales multiples. 

G'est ainsi qu'on aura parexemple: 

I u — dr = j luvdm — / ^' 7" ^^^' 

Les integrales prises par rapport a c?t sont ^ten- 
dues k un volume quelconque et la premiere integrale 
du second raerabre k to us les elements d<«) de la sur- 
face qui limite ce volume et dont Z, m, n sont les cosi- 
nus directeurs. 

U arrivera souvent que les fonctions m, v que nous 
aurons k consid^rer s'annuleront a Tinfini. Alors je 
pourrai 6crire : 



dv , I du . 

-— dr = — I V -z- dr 
dx I dx 





les integrations ^tant dtendues k I'espace tout entier. 
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G'est ce que j'appellerai inUgrey' par parties dans 
tout Vespace, 

Ges transformations supposent les fonctions conti- 
nues. Iln'en sera pas toujours ainsi. II arrivera sou- 
vent qu'a la surface de separation cle deux milieux, 
parexemple d'un conducteur et d'undielectrique, cer- 
taines des fonctions que nous aurons k consid^rer 
seront discontinues. On pourrait faire le calcul com- 
pletement en tenant compte de ces discontinuites et 
on verraitque les resultats ne sont pas changes. 

Mais il est plus simple de tourner la difficulte. II 
suffit pour cela de supposer que deux milieux diffe- 
rents ne sont pas separes par une surface g^om^trique, 
mais par une couche de passage tres mince, ou les 
propri^t^s de la matiere varient d'une raani^re tr^s 
rapide mais continue. II est assez probable qu'il en 
est effectivement ainsi ; mais quoi qu'il en soit de la 
reality, il est clair que Ton pent substituer Thypothese 
de la couche de passage a celle de la separation 
brusque sans alterer aucun r^sultat experimentalement 
verifiable, puisque T^paisseur de cette couche pent 
toujours §tre suppos^e tres petite. 
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mtMlE DE HELMHOLTZ- EXPERIENCES DE HERTZ 



Je me propose d'exposer les travaux qui ont ^t^ 
fails en ^lectrodynamique, par Ampere d'abord, puis 
par Weber qui a tente de relier, dans une explication 
commune, les phenomfenes ^lectrostatiques, electro- 
dynamiques et Tinduction, ensuite par Helmholtz et 
par Maxwell, et j'appliquerai les principes pos^s par 
ces divers savants k la discussion des experiences de 
Hertz, en cherchant si ces experiences ne peuvent 
pas nous permettre de decider enlre les diverses 
theories en presence. 

Une des difficult^s que presente cette ^tude est la 
diflKrence des notations, particulierement la diffi^rence 
entre la notation de Helmholtz et celle de Maxwell ; 
c'est cette derni^re que j 'emploierai constamment. 

igLECTRICIT^ ET OPTIQUE. 1 
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FORMULE D'AMPERE 



1. Action do deux 616m6xits do courant. — Ampere 
avait la pretention de ne rien emprunter qu'^ rexperience(*). 
Cette pretention n'est pas absolument juslifi6e, car inexpe- 
rience ne pent porter sur deux elements de courant. On peut 
observer Taction d'un courant ferme sur une portion de cou- 
rant, mais non Taction d'une portion de courant sur une 
autre. 

Si, en effel, la dechafge d'un condensateur par exemple 
constitue un courant qui d'apres les idees ant^rieures k 
Maxwell n'est pas ferm6, ce courant est de trop courte duree 
pour qu*on puisse Tutiliser dans les experiences. On ne peut 
done experimenter que sur des courants ferm^s; on peut, il 
est vrai, par divers artifices, rendre mobile une portion d'un 
des courants, ce qui permet d'etudier Taction d'un courant 
ferme sur une portion de courant (voir ce sujet discute plus 

(i) Le Hire de son ouvrage est : Theorie malhematique des pfUno- 
menes eleciro-dynamiques uniquemeni deduite de Vexpirience, 1826. 
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loin, § 19) ; mais celle portion mobile reste toujours soumise 
k Taction simultan^e de tous les elements de Tautre courant 
ferme. 

Ampere qui 6nonce une loi applicable k deux elements de 
courant a dt par consequent faire des hypotheses : 

1® Pour avoir Taction 
d'un circuit ferm6 sur un 
element de courant, il suf- 
fit de composer les actions 
des elements de ce circuit 
ferm6 sur Tautre Element ; 

2o L'action de deux 616- 
ments de courant est une 




Fig. 1 . 



force dirigee suivant la droite qui les joint. 

Solent deux circuits C et G. Soit A un point de C. Je definis 
le point A par la longueur s de Tare OA comptee k partir du 
point fixe 0. 

Solent AB et A'B' deux 6l6ments appartenant respective- 
ment ^ C et ^ C. Soit 0' un point fixe de C k partir duquel 
nous compterons les arcs. 



d'ou 



Solent OA = * ; 



OB zzzs-^-ds 



AB = ds. De meme A'B' =± ds\ 
Soient x, y, z les coordonn^es de A 
a? -j- dx^ y -\- dy^ z *f- dz^ celles de B 

x\ y, ^' . A' 

x' -f- dx\ y' + dy\ z' -|- dz' B' 



Electricity et optiqde 
La distance des deux ^l^ments AB et A^' est donn6e par 

(1) r« = (0? - xy + (y - yy + (^ - zj 

r est fonction de s et s' 



• 1 • 1 A -r* cfcc dy dz 

Les cosinus directeurs de AB sont -t-j -T'» "t 

as as as 

de A'B' % % % 

ds ds ds 

deAA' j^ ^5 

|. ^ y. 

Soient 6 Tangle de AB avec A A' 
6' A'B' avec AA' 

e des deux dements AB et A'B' 



On a: 



dx x' — X . dy y' — y . dz z' — 

cose = :t: •——-+:£• ^^-:r^ + :7: • -^ 



, , J ^, dx' x' — X , dy' y — y . dz' z — z 

(2) ( cos 0' = -T-, h -J-f • + -J-' 

^ ' \ ds r * ds r * ds r 

dx flte' j^ df/ dxf^ dz^ dz^ 

^^^^ ^ 'di ' ds' '^ d^ ' ds' '^ ds "dP 



Entre ces trois cosinus et les d6riv6es de la fonction r 
existent certaines relations. 
On trouve en effet par differentiation : 



(') •i=Ei— 'it 



m 



-T = — COS 6 



dr ^ X — x' 

ds ^ r ds 

dr' VI ^' — ^ dx' . 
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Differentions (3) par rapport k s\ 
,„. dr dr , cPr vi dx' dx 

d'oa : 

d^r 

) = cos 6 cos 6' — cos 8 



dsds 



L'action de £^ sur ds' est ^videmment proportionnelie aux 
longueurs ds et ds des deux elements et aux intensit^s i et t' 
des deux courants ; elle depend d'aulre part de la distance r 
des deux elements et des angles 0, 0' et e. Elle ne peut mani- 
festement dependre d'aucune autre quantite. Nous pouvons 
done representer cette action par la formule : 

ii'dsdsf (r, 6, 6', e) 

et il nous reste a determiner la fonction f. 
Afin d*abreger les Ventures nous supposerons : 

quitte k retablir a la fin du calcul le facteur ii\ 

Ampere a emprunt6 h, Texperience les trois principes sui- 
vants qui serviront de point de depart k Tanalyse qui va suivre : 

1** Le principe des courants sinueux ; 

2* L'action d'un courant ferme sur un element queiconque 
est normale k cet element; 

3® L'action d'un sol^noide ferme sur un element queiconque 
est nuUe. 

Soit kdxds' Taction qu'exercerait sur ds' un Element de 
courant dx qui serait la projection de ds sur I'axe des x; de 
m^me Bdyds' et Cdzds\ Le principe experimental des courants 
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sinuetix qui est le premier emprunl fait par Ampere k I'ex- 
p^rience, nous apprend que Taction de ds est la r^sultante 
des actions de ses projections et, cornme toutes ces forces 
sont dirig^es suivant la m6me droite AA', on a : 

f (r, 6, 6', e) dsds' = kdccds' -\- Bdyds' + Gdzds' 

' ds * ds * ds 

La function f est done lin^aire par rapport aux cosinus 
directeurs de AB. 
La fonction f depend de r, 6', 6 et e ; r et 6' ne dependent 

. -. . dx dy dz ^ , ... 

pas des cosmus directeurs -^>-r"'"7" 5 cos 6 et cose sont li- 
^ . ds ds ds 

n6aires et homogenes par rapport k ces cosinus. Donc/'nepeut 

6tre lineaire et homog^ne par rapport k ces memes cosinus 

directeurs que si f est lineaire et homogene en cos 6 et cos e, 

dv dfV 
ou, ce qui reVient au m6me, en — et ^~t-<' 

dv d^v 
Elle est de meme lineaire et homogene en -rr et -r^rr 

ds dsds 

dv dv 
Done elle doit ^Ire lineaire et homogene en — . — , d*une 

Wo • CLS 

dPv 
part et ^-j-, d'autre part. 

Done : 

fdsds' = (a |. f , + B ^,) dsds' 
(6) ^ 

A et B sont en effet fonctions de v seul, et je puis poser: 

e 

A = «)/(r) • B==.2cp(r). 
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2. Pour determiner ces fonctions, il faudra deux experiences. 
Ampere a monlre qu'un arc de cercle quelconque mo- 
bile autour de son centre ne se d^place pas, Taction tangen- 
tielle exercee sur un 616ment quelconque de cet arc de cercle 
est done nulle. Done Taction d'un courant ferm^ sur un ele- 
ment est normale h cet element, c'est le second principe d'Am- 
p^re ^nonce plus haut. 

Done Tint^grale : 



,ds:=o 



Tintegrale etant prise le long du circuit G, qui est quelconque. 
Posons : 

dr 

/ ['I' M P** + 2«p (r) pdp] = 

lia quanlite sous le signe / est done la differentielle exacte 

d'une fonction des deux variables independantes r et p, c'est- 
a-dire qu'on a : 

2p^ (r) = 2p^' (r) 
ou: 

+ (r) = cp' (r) 

II nous reste k determiner la fonction <p,ce que le troisieme 
principe experimental d'Ampere nous permellra de faire ; en 
attendant, tirons toutes les consequences des deux premiers 
principes et montrons d'abord que Taction ^l^mentaire 
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peut se mettre sous la forme V , . , ? V et tl 6tant fonctions 
de r seul. 

-7- = U :r ' en ecrivant U pour -r • 
as ds ^ dr 

o?^U ^y d?r . ^y, dr^ dr 

dsds* dsds ~^ ds ds' 

Je remplace el j'idenliiie : 

VU' = 29 

U'-2<p 

1 

log U' = 2 ^^^ ? 

U' = \^T 
V = 2^9 = 2U' 

el raction de deux elements est mise ainsi sous la forme 

dm 

^sdsV ^r 
dsds 

3. Travail produit par un dSplacement relatif de deux 
circuits. — Si nous donnons k r un accroissement 8r, Taetion 
de r616ment AB sur A'B' produira un certain travail. Nous 
choisirons les signes, suivant les conventions ordinaires en 
6lectrodynamique, de fagon que la force soil positive quand 
elle est attractive; alors le travail 616mentaire dii a une va- 
riation Ir est : 

r/2n /72TT 

— ^dsds'M'lr. ^, = — Msdsll} f-^S 

dsds dsds 
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et le travail dili k Taction totale d'un des circuits sur Tautre 
est: 



=-// 



«T = -2/ / 8U^,cfe*' 



Transformons, en integrant par parties. 





^cfe=[Mv]— / v-^ds^^ I v^ds 



/du 
VT 



car le contour d'integration qui n'est autre que le circuit G 
etant ferm^, uv a la m^me valeur aux deux limites d'int^gra- 
tion. 



Done : 






83'=2/ /^sf&rf,' 



et comme rien ne distingue G de C od a aussi : 



ST 






Done: 



- -//[f C tS 'f >-■ 



=•// 



si = M /f^^- 
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ST est raccroissement de la fonction 



0) 




dU dV . , , 
-t — TT asots 
as df 



Le travail elementaire est done la differentielle d'une fonc- 
tion T dependant seulement des positions relatives des deux 
circuits. Gette fonction (*) est le potentiel electrodynamique 
muiuel des deux circuits. Celte forme elegante donn6e k I'ex- 
pression du travail dl6mentaire est due k M. Bertrand (^). 

4. Nous avons ainsi demontr^ Texislence d'un potentiel pour 
Taction de deux courants ferm6s, en nous appuyant simple- 

ment sur le fait que Taction d'un cou- 
rant ferm^ sur un 6l6ment de courant 
est normale a T6l6ment. 

On pent, r^ciproquement, montrer 
que ce fait experimental est une conse- 
quence n^cessaire de' Texistence d'un 
potentiel. 

Soit un 6l6ment AB, mobile suivant 
sa propre direction. S'il se d^ place en 
A'B', le courant conserve la m^me po- 
sition dans ^'espace, il decrit le m^me circuit. Le potentiel 
electrodynamique, s'il existe, n'a pas varie, done pas de tra- 
vail, ce qui prouve que la force est normale au chemin par- 
couru. 




Fig. 2. 



(1) Le travail est, en grandeur et en signe, I'accroissement du potential, 
si iVm convient, comme nous Tavons fait, de considdrer comme positive 
uue force atUrante. 

(8) Theorie malhematique de Velectricile (1890), g 131, p. 176. 
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5. IMtermination de la fonction IT. — Pour alier plus 
loin, il faut de nouveau recourir k Texperience. Nous nous 
appuierons sur ce fait que raction d'un solenoi'de ferm6 sur 
un Element de courant est toujours nuiie. 

On a: 

ou en tenant compte des equations (3) (page 4) : 



T = 



/*[f/"-^-'-T^'* 



* ds I ds r * ds I ds r J 



On peut ecrire pour abreger : 



T = Jy^ + G^y + ^<^^) 



en posant : 



''=A"'f— ^■* 



(«) 






z — z 

- — ~d» 
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En elfectuant les integrations le long de C on pent ^crire 

F = / (cG-^cc')'^ dr=z I (a? — (c') f {r) dr 



en posant: 






Int6grons par parties : le terme fini est nul et Ton a : 



car 



d{x — x') dc^ 

ds '^^ ds' 



Sous cette forme il est ais6 de voir qu*on a : 



(^) ^ + ^ + ^=^ 



En effet 



1=/^*-=-/^^-- 



car 



dr dr 

dx da^ 



dcc^dy~dz 



=-f{£^+f/^+§^)=-pr=o 
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Les quaniit^s F, 6, H d^finies plus haul sunt ce que Maxwell 
appelle les composantes du potenliel vecteur dd k un courant 
d'intensit^ 1 parcourant le circuit C\ Pour avoir le poteatiel 
vecteur dil k un courant d'intensit^ i parcourant )e m6me 
circuit, il faudrait multiplier par i les int6gralesj(8). 

6. Nous nous proposons maintenant de calculer le potentiel 
61ectrodynamique d*un sol^noi'de par rapport au courant C, 
et d'exprimer que ce potentiel est nul quand le sol^noi'de est 
ferm^. 

Nous avons trouv6 : 

T = J^Fdx + Gdy + ^dz) 

F, G, H 6tant les composantes du potentiel vecteur dA k C et 
rint^grale 6tant prise le long de C. 

Je vais d'abord transformer T en une int^grale dtendue k 
I'aire d'une surface passant par le contour G et limit^e k ce 
contour (^) 

rfcrt 6tant un element de i'aire consid^r^e, et /, m, n les cosi- 
nus directeurs de la normule k cet element. 

Rappelons bri^vement la definition d'un sol^noide. Un so- 
l^noide est un ensemble d'une infinite de courants infiniment 
petits construits de la mani^re suivante : 

Soit un arc de courbe quelconque que Ton appelle Taxe du 

{}) Voir pour ce geore de traDsformalioo, 1*' volume, p. 130. 
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sol^noide. Partageons cet arc de courbe en une infinite d*6le- 
ments dts tous igaux entre eux, 

A chacun de ces Elements correspondra un courant ele- 
mentaire d^fini comme il suit : 

1° L'intensite de ce courant sera i; 

2° Ce courant parcourra un circuit infiniment petit dont le 
plan sera normal k Telement da ; 

3^ Ge circuit iimitera une aire plane infiniment petite egale 
k d(i} ; 

4** Le centre de gravite de cette aire coincidera avec le 
milieu de da ; 

5^ Les valeurs de i et de da} seront les m6mes pour tous les 
cou rants elementaires. 

L'ensemble de ces courants elementaires constituera le 8ol6- 
noi'de. 

Nous sommes convenus plus haut de supposer provisoi- 
rement i = 1 pour abr^ger un peu les ecritures. 

Soient done un solenoide et un Element d*arc da pris sur son 
axe et dont les cosinus directeurs sont Ij niy n, Dans le plan 
normal k Taxe men6 par Telement da, circule un courant qui 
embrasse une aire infiniment petite dia. Le potentielT dA a 
Taction de ce courant se calcule ais^ment. L'integrale (lOJ se 
reduit en effet k un seul element qui pent s'ecrire : 

LJ \dy dz) da ^ \dy dzj 

car : . 

dx = Ida 
dy = mda 
dz = nda 
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d<a et dis, sontdes constantes, quand on passe d*un ^l^ment 
du solenoide h un autre. Pour avoir le potentiel dO au sol6- 
noi'de totals il faut iiitegrer par rapport k dx, dy, dz ie long 
de l*axe, et Ton a : 

-=f/Hf-f)+*(£-S)+-(^-f)]- 

7. L'action d'un solenoide ferme est nuUe , done la quantite 
sous le signe / est une dilferentielle exacte, ce qui s'^crit : 

d^ /d¥ _dR\_d^/dG_d¥\ 
dx \dz dx) dy \dx dy ) 



ou, ce qui revient au m^me : 



dx \dx '^ dy'^ dz ) 
Or, d'apr^sTequation (9) 

dx dy dz ' 
par suite 

AP == 

Mais AP = — Ta/* (r) dx ; il faut done que A/*(r) soit une 

constante, pour que Tint^grale pr^c^dente, prise le long d'un 
circuit ferm^ quelconque, soit nuUe. En effet cette integrale ne 
pent 6ire nuUe que si Lf (r) est fonction de of seulement. Mais 
A/* (r) est une fonction de r seulement. EUe ne pent done 6tre 
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fonction de x' qu*en se r^dnisant k une constante. ficriyons 
done: 

A/"(r) = A. 
On tire de \k : 

^W = -6+^+7 

La fonction f (r) devant s'annuler h, Finfini , A et A sont n^ces- 
sairement nuls, et ii vient : 

L*exp6rience montre que A' = i en valeur absolue, il faut 
ici faire intervenir Texp^rience. 

Nous avons pu en effet, par une convention arbitraire,choisir 
Funite de magnetisme, puis celle d'intensit^ de fagon que le 
coefficient qui entre dans Texpression de Taction mutuelle de 
deux aimants soit egale k i,de meme que celui qui entre dans 
Texpression de Taction d*un courant sur un aimant. II n*en 
est plus de m^me ici ; nous ^ne disposons plus du choix de 
Tunite que les conventions pr^c^dentes ont fix6e definitive- 
ment ; c'est done Texp^rience seule qui pent nous faire savoir 
que le coefficient K est bien 6gal k i. 

De plus, nous devons prendre le signe +> /* W = + ' 5 

c'est encore Texp6rience qui Tindique, les conventions de sigqe 
^tant eelles qui ont 6te faites plus baut. Jusqu ici nous n'avions 
considere que des experiences dans lesquelles on avait une 
action nulle ; une nouvelle experience pouvait seule decider 
siy entre deux elements paralleles et de meme sens, s*exercait 
une attraction ou une repulsion. 
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Ainsi 



d'oa : 



1 TI'* 



\r 



asos as \ as / ds ds ' 



a ^ 



dsds' 



, J[__ dr dr_ 1 rf^r 

el la force attractive exerceeenlre deux elements est : 

dsds' r2 \ds ds' dsds) 

On peut encore mettre cette expression sous la forme : 

,.., ^ii'dsds' / 3 A 

(11) :2 — (cose — 5 cos e cos 0) 

8. Relation entre la force SlectromagnStique et le 
potentiel vecteur. — : On a vu dans le premier volume 
(n«» 111 a 113, p. 122 sqq), que Taction exerc^e par C, sur un 
p61e magnaique 6gal ki{^) est une force qui derive d*un po- 
tentiel et dont les composantes sont : 

__ _dQ 
dx 

ft ~_5^ 
P - dy 

— — £?9 

^ "" dz 

(«) On peut avoir un p61e magn^llque isoW, en consid^rant un 3ol6noide 
magn^lique de longueur infinie dont un seul p61e est k distance flnie. 
Electricity et optique. o 
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, Q est le potentiel magn^tique dt\ k un feuillet limits au con- 
tour du circuit C, et de puissance 6gale k Tin tensity du courant. 
Soit c?<o'un ^l^ment de Taire limit^e au contour C, et f, m\ n\ 
les cosinus directeurs de la normale, 



=/(4' 






- est fonction de a? — a?', y — y\ ^ — ^' done 
r 



i i 

r '^ ^ 

-T— = r^> etc. 

ax ax 



et 



J \ dx'^ dy "^ dz 



di^' 



J y dx^ 



1 1 \ 



t/ \ d^^ dxdy ' dxdzj 

Transformons F = I f{r) dx' = f - rfo?', en une int^grale 
^tendue k Faire i c^' limit^e au contour G. 
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De m^me 



C ( di ,i 

G = / dA I' -^ — u'-j^ 
J \ dz dx 

r ( d'- d': 

J \ dx dy ^ 



Galculons 



dy dz J \ dxdy dy^ J 



J \ dxdz 



' ^ \ dxdz dz^ 

Ajoutons : 



r { d^\ d^\ 

J \ dxd^ dx^ 

-; p- = a — I aa).«A-=-^a, car A - = o. 

dy dz f r ' r 



On a d'une mani^re g^nerale, entre la force et Finduction 
magn^tique, les relations 

ft = p + 4irB 
c = Y+ 4irC 

Dans un milieu non magn^tique, A = B = C = o, et 
a, 6, c, se confondent avec a, p y. 
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Les formules pr^c^dentes peuvenl done s'ecrire 



dy dz 
dx dy 



9. Ges formules soot demontrees pour un milieu non ma- 

gn^tique ; on a loujours suppose, dans les calculs, que - et 

r 

ses deriv^es restaient finies, ce qui suppose que le point oil 

est plac6 le p61e-unite est ext^rieur aux masses attirantes ; il 

n'y avait ici de masses attirantes que le feuillet C. 

Nous verrons que les formules (13) sont encore vraies dans 

.•• 'A' ? 1 1 ^H d(j 

un milieu magnetique ; on n a plus alors a = — — — » 

formule ^quivalente h la premiere des formules (13) dans un 
milieu non magnetique. Maxwell admet sans demonstration 
que ce sont les formules (13) qui conviennent dans le cas d'un 
milieu magnetique; ou plut6t, il definil, k propos du magn^- 
tisme, les quantitcs F, G, H, par les Equations (13), et les ap- 
pelle les composanles du polentiel vecteur de t induction ma- 
gnetique (') ; deux cents pages plus loin, il introduit les quan- 
titcs F, G, H, en eiectromagnCtisme, comme nous les avons 
introduites prCcedemment, et il dit: « Ges fonctions F, G, H, 
ne sont autre chose que les composanles du potentiel vecteur^ 
qu'on a dej& rencontre. » Enfin, un peu plus loin, il dit : « Nous 

\}) MazweU, Traile d'HeclriciU et de magnelisvie, traduction fran^aise, 
t. 11, i 405, p. 32, i 589-692, p. 266-269, et § 616, p. 290. 
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avons demontre que les composantes de Tinduction sont 
liees par les relations (13) aux composantes du polentiel vec- 
teur. » Nous donnerons plus loin cette demonstration que 
Maxwell n'a pas donnee (§ 36 et § 37). 

Le potentiel 6lectrodynamique T peut se mettre sous la 
forme 



T = I {la'{- mb -\- nc) diHt 



d'apres les Equations (13). 

10. Potentiel Slectrodynamique d'un syst6me vol- 
ta'ique constituS par deux circuits. — Le potentiel mu- 
tuel de deux circuits peut recevoir une expression tres simple 



'(c) 
et 



T = r (¥dx + Gdy + lAdz) 

Ac) 



F 






Done 



dsds cos e 



/ / dxdx' -f- dydy' -f~ dzdz^ / / 

~J J ■'' ~J J 



Sites intensites, qui ^talent jusqu'ici prises egales^l, etaient 
quelconques, on aurait: 

(14) T = et' I / = «'M 
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an posant : 



cose 




M est le coefficient d induction mutuelle des circuits G et C 



11. Soit L = / / -^ ^ le coefficient d'induction 





mutuelle du circuit G et d'un autre qui coinciderait avec G. 
L est le coefficient de self-induclion du circuit G. 
Les divers Elements du circuit G exercent 6videmment Tun 

sur Tautre une certaine action ; si le 
circuit se d^forme, cette action pro- 
duira un certain travail ST que je me 
propose d'6valuer. Nous avons vu 
plus haut quel est le travail dft k 
Taction d'un courant sur un autre 
courant. Quand on veut en deduire I'expression du travail dA 
h Taction d'un courant sur lui-mSmey on rencontre une petite 
difficulte que nous tournerons par Tartifice suivant: 

Supposons deux courants differents G et G' d'intensit^s i et i' 
parcourant un m^me circuit G. Nous pouvons appliquer a 
ces deux courants differents la formule (14) et, si nous appe- 
Ions 8T^ le travail dCi a leu r action mutuelle, nous pouvons 
6crire : 

8T^ = hhii 

II nous reste k comparer 8T k 8T^ . 

Soient da un Element du courant G d'intensite i; d(s\ Tele- 
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ment du courant C d*intensit6 t qui coincide avec dt^ ; soient 
dfi^ un autre element de G, et g?<j^', celui des Elements de C 
qui coincide avec c?<j'. 

Si [A est le travail de Taction de d(5 sud dt5[ 
[/.' de c?<t' sur g?<i^ 

X de ^<T sur g?<i^ 

et si BT| est le travail elementaire total de Taction du courant 
G sur le courant G' et BT le travail de Taction de C sur lui- 
mdme, on a : 



ST 



I = 8 (Lz?) =J{^ + ^) 



8T=r 



/ 



Or: 






. CI, . . 

% k I 



{ 



^=z^' =zj\ 



•r 



IT^= A T X = 2 7 ST 
i 



ST 



- "2 S (L/^). 



Le potentiel ^lectrodynamique total du systeme voltai'que 
form^ par deux circuits C et C', par rapport h. lui-meme, a 
done pour expression : 

(15) T=i|- + M»'+^ 

N etant le coefficient de self-induction de G'. 
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Le travail dt aux actions ^lectrodynamiques est : 



II se compose en effet : 

1° Du travail de Taction de G sur lui-m^me, 6gal k : 



t-a 



|5L. 



2"" Du travail de Taction de C sur C'» ^gal k : 

u8M. 
3 Du travail de Taction de G'sur lui-meme, ^gal 4* 



I* 



GHAPITRE II 



THEORIE DE LINDUCTION 



12. L'opinion re^ae est qu'une fois connues les lois de Felec- 
Irodynamique, Uapplication du principe de la conservation de 
I'energie suffit k trouver les lois de Finduclion. M. Bertrand 
a cherch^ ^refuter cette opinion (^). Je vais discuter ses ob- 
jections en detail, mais on verra que la plus grande partie du 
champ de bataille restera k M, Bgrtrand. 

On a deux courants en presence. Chacun est aliments par 
une pile ; les conducteurs s'6chauffent. Slls sont mobiles et 
se rapprochent, il se produit un travail m^canique, ce travail 
a dt 6tre emprunte k quelque chose : il faut done admettre 
qu'un phenomdne ignore jusqu'ici introduit dans les Equa- 
tions un terme nouveau. La loi c?Q = Ri^dt est-elle encore 
applicable ? Pourquoi, dit M. Bertrand, de meme que la 
vapeur qui travaille refroiditle Vase qui la contient, I'^lectricite 
n*aurait-elle pas un effet analogue? On pourrait concevoir 

(*) TMorie mathemalique de Velectricite^ chap, xi, p. 208. 
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que les conducteurs s'^chauffent moins quand le courant 
travaille et ne serait-ce pas aussi yraisemblable que de sup- 
poser que les intensit^svarient? 

On peut repondre : non, cetle hypoth^se ne serait pas apriori 
aussi vraisemhlahle que celle qui est confirmee par Texpe- 
rience. Supposons que la loi de Joule ne s'applique plus ; 
les conducteurs s'^chauffent moins ; on a c?Q = IXi^dt — He?/, 
H ^tant unc quantity positive dependant de la vitesse des con- 
ducteurs. On pourra rendre ti tres grand, en donnant a la 
vitesse une valeur tr^s grande, et il pourra arriver que c?Q 
soit n^gatif. On emprunterait done de la chaleur au circuit 
qui se refroidirait et Ton pourrait la transformer en travail 
m^canique susceptible d'etre transform^ k son tour, par frot- 
tement, en chaleur k temperature aussi elev^cqu'onvoudrait; 
ce serait contraire au principe de Glausius. 

Une autre conjecture est possible : la loi de Joule s'appli- 
querait, mais la pile consommerait davantage pour donner le 
mdme courant. En d'autres termes la loi de Faraday ne s'ap- 
pliquerait pas aux courants qui produisent un travail m6ca- 
nique. — Cette hypothese est fort invraisemhlable ; si j'ai une 
pile h Pnris et que je la relie par des fils h une machine situ^e 
k Creil, il serait strange que, I'intensite restant toujours la 
m^me, la loi de Faraday cess&t de s'appliquer k Paris quand 
le courant travaille k Greil. 

Malgre Tinvraisemblance de ces deux hypotheses, on a peut- 
^tre eu tort d'en regarder la faussete comme 6vidente, mais 
j'appellerai plus particulierement Tattention sur deux autres 
objections de M. Bertrand qui me semblent beaucoup plus 
graves. II ne s'agit plus en effet d'hypotheses que Texperience 
d6montre fausses et qu'on n'aurait pas dA pourtant rejeter 
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a prio7n^ mais de circonstances reelles dont on a souvent 
oubli6 de tenir comple en s*exposant ainsi h des erreurs. 

En premier lieu, lorsque deux courants s'allirent, ils 
deviennent solidaires, et Ton n'a pas le droit, quoi qu'on le 
fasse constamment, d'appUquer le principe de la conservation 
de r^nergie k Tun d'entre eux seulement : il faut conside'rer 
le systeme des deux courants. 

Ce n'est pas -tout : Tether a une force vive variable dont il 
faut tenir compte dans les calculs, com me de la force vive de 
Tair que met en mouvement un moulin k vent. Ici il y a 
deux mani^res de presenter Tobjection : on pent supposer 
qu'un courant permanent rayonne de la force vive comme 
une lampe constante rayonne de la lumi^re ; on pent suppo- 
ser au contraire que la force vive de Father reste constante 
des que T^taf de regime est atteintetqu'iln'yen apoint d'em- 
prunt^e au courant : c'est seulement pendant la p^riode va- 
riable que la force vive de Tether varie ; quand le courant croit, 
Tether absorbe de la force vive qu'il reslitue au moment oi\ 
le courant d^crotl. 

La premiere hypolhese, celle du rayonnement ind6fini, est 
contredite par Texp^rience, puisque avec un courant perma- 
nent la chaleur produite dans les conducteurs est T^quivalent 
de T^nergie voltai'que de la pile. II est vrai de dire que Tex- 
perience seule nous Ta appris. 

Quant k la seconde hypoth^se, non seulement elle n'est 
pas k rejeter, mais il y a certainement k tenir compte de la 
force vive communiqu^e k Tether, sous peine de ne pas tenir 
compte des faits. En la negligeant on s'expose k Terreur. 

On pourrait varier les objections k Tinfini, et Ton serait 
conduit k des conjectures plus ou molns iovraisemblables 
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qu'il faudrait rejeter Tune aprfesTautre. C'est en quoi M. Ber- 
trand a raison de dire que Texp^rience seule pouvait tnon- 
trer que les lois de Joule, de Faraday et de Ohm sont encore 
applicables aux con rants qui travaillent. 

13. Nous allons prendre comme point de depart ce fait 

ft 

experimental ; et, de plus, nous admettrons que Tether a une 
Anergic ^lectrocin^tique constanie quand le courant est cons- 
tant, mais variable avec I'intensite du courant. Mais nous 
devons emprunter plus encore a Texp^rience. 

Soient deux circuits ferm^s G et C, parcourus par des cou- 
rants i et i\ rexp^rience montre que quand z' varie, il en re- 

suite dans G'une force electromotrice A -r> A^tantuncoe/"- 

dt 

ficient cCinduction de G sur G, coefficient ind^pendant des in- 

,... tensit^s. Si C' se d^placeet 

est parcouru par un courant 
constant i, si au bout du 
temps dt C\ prend une po- 
sition infiniment voisine G*', 
le d^placement du circuit de 
G' en G" pendant le temps dt 
produit une force electro- 

motrice e' -3- > -r ^lant aussi un coefficient ne dependant que 
at dt 

des conditions geom^triques des deux circuits. 

Ici se preseute une hypothese toute naturelle, il est vrai, 
mais qui a besoin d'Mre confirmee par Texperience; soient A 
le coefficient d'induction de G' sur G ; A + rfA, celui de G' 
sur C. 

Supposons qu*^ T^poque t^ nous ayons en G' un courant dH 
et en G" un courant 0. Le courant di se d^place en conser- 




C" 



Fig. 4. 
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vant son intensity et vient en C au temps t-\-dt : od a. alors 
un courani en C, et un courant di' en G'^ 

On peut imaginer qu'on est pass6 du meme ^tat initial au 
mdme ^tat final par une autre modification en faisant varier 
les intensit^s : rintensil6 en G primitivement egale k di' a 
d^cru jusqu'a s'annuler et pendant ce temps Tintensitfi en C" 
primitivement nulle est devenue di' . Les circuits C'etC'^ sont 
d'aiileurs demeur6s fixes. II est naturel de supposer que 
Teffet produit sur G est le m^me dans les deux cas. 

Dans le premier cas, la force 6lectromotrice nee en A est 

ai' -TT ) dans le second, elle est la difference entre — A -7->et 
dt dt 

(A -f- ^A) —J c'est-k-dire ' ; done: 

dk = c^B. 

Si le courant se deplace et varie en m^me temps, les deux 
forces 6lectromotrices ont pour somme : 

dt"^^ dt ^ dt ' 

Nous admettrons cette equation, consequence de r^galile 
dX = c?B, comme un fait experimental. 

14. L'application du principe de la conservation de I'ener- 
gie va nous permettre de determiner les coefficients d'induc- 
tion definis comme pr6cedemment. 
Soient A le coefficient d'induction de C par rapport ^lui-m^me 

B 
B' 
D 



c 


c 


c 


G 


c 


lui-m^me 
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La loi de Ohm, appliquee aux deux circuits, donne 

at at 

^*^ ' RY = E' - ^^i5:i) - ^^ 

dt dt 

ficrivons que Fenergie se conserve. L'^nergie voltai'que de- 
pens^e dans le temps dt est 

(El + E'O dt. 

Elle se retrouve sous trois formes : 
1° Ghaleur de Joule ; 
2° Travail 6lectrodynamique ; 

3° Accroissement d'^nergie 6lectrocin6tique de Father. 
Si cette Anergic de Tether est representee par U, r^quation 
s'e'crit : 

(2) (Ez + EV) dt — Wi^dt + Ki'^dt 

+ I {i^dL -f- 2uVM + r^d^) + dV 

Je ne connais rien sur la fonction U ; j'ecris seulement que 
crtJ est une diflferentielle exacte. Remplacons dans Texpression 
de crtJ, E — Ri par sa valeur tir^e de (1) : 

(3) dV = id (Az) + id (Be") + i'd (B'z) + i'd (Dt) 

— I {i^dL + 2« e^M -f- r^d^) 

Supposons que les intensites varient seules. Le dernier 
terme disparalt et dV se reduit k : 

dU = Mdi -f Bidi' -f Widi -f- DiW ; 
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d\] 6tant differenlielle exacle, il faut que 

|(Ai + BV)=|(Bz+DO 

B = B'. 

Tntegrant : 

U = ^ + Bit' + ^ + const. 

la conslante ne d<^pendant pas des intensitds. Comme U est 
nul quand il n'y a pas de courant, que e = i' = o, la cons- 
lante est nulle. 

D apres cela, quand les intensit^s sont constantes el que les 
conducteurs se d^placent, dV se reduit a : 

^ = I [i^dk + 2ii'dB + i^dD), 

expression qui doit 6tre identique k la valeur du second 
membre de (3), quand on fait di = di' = o, c'est-^-dire k : 



t^dk + 2«VB + t*diy — \ {t^dL + ^ii'dM + i^^dN). 



Identifions : 

1 1 

^dk = dPL — ^ ^^ 

dk = dLi, 

d'oa 

A = L 

car A et L s'annulent quand les conducteurs sont k une dis- 
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tance infinie. De mdme 

D=:N 

B = M 
et 

T = U. 

Le potentiel electrodynamique repHsente V^nergie electro- 
cinetique de tdther. 
On peut ecrire, d'apr^s cela, la loi de Ohm : 

E ^.^ d[U + M) __^ d dT 

dt dt di 

pf p» •/ d^ , 5_z. 

dt di 

Gelte forme rappelle celle des Equations de Lagrange. 

Maxwell a montre, et c'est 1^ ane des parties les plus origi- 
nales de son oeuvre, que les lois des actions ^lectrodyna- 
miques et de rinduction peuvent 6tre mises sous la forme des 
Equations de Lagrange; les forces 61ectromotrices dlnduction 
seraient ainsi des forces d'inertie (^). 

(*) Voir le premier volume, § 151, p, 168 et suivro. 
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15. Explication des attractions dlectrodynamiques. 

— Weber a voulu rendre comple des aUraclions electrody- 
namiques, en consid6rant les courants comme produits par 
des masses electriques se deplacant dans les conducleurs, et, 
supposant qu'entre deux masses 6lectriques s'exerce une ac- 
tion qui depend de leur mouvement et qui se reduil^ racUon 
d^termin^e par la loi de Coulomb quand elles sont au repos. 
Soient deux masses e et e' au repos : la force repulsive qui 

ee' 
s'exerce entre elles est 6gale a -}- — en unites elect rostatiques. 

Weber admet que si elles sont en mouvement, la repulsion 
devient: 

A et B etant fonctions de r seul. 

(^) Electrodynamische Maassbestimmungeriy p. 305. 

Electricity bt optiqub, 3 



r 



\ 
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II s'agit de determiner A et B de mani6re & retrouver la 
Torinule d'Ampfire, en vertu de laquelle la r^u/sion enlre 
deux 6I6ments de couranl est, en uDit6s ^lectromagn^tiques: 

ii-dsd-f ( d^r drdr\ 

Lea quantit^s d'6lectricite e et e" sonl sapposees parcourir 
les deux circuits avec des vitesses constantes v et t>'. La dis- 
tance r est fonction de s et de s' et on a : 

rfs , ds" 



' fit ds 

dp da' ' dsds ' ds^ 
/dr\' fdt\'* . . ^drdr , , /dr\, _ 

La repulsion ^lectrodynamiqae [le eecond terme de Tex- 
pression (1)] devient ainsi : 

en posant, pour abr^ger ; 






($)' 



Supposons que ds conlienne e d'61ectricit6 positive, e^ d'6- 
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lectricit6 negative {e^ est un nombre essentiellement n^gatif; 
quand le corps est h. 1*6 tat neutre « + «< = o). La vitesse de e 
est V, de e^ est v^ . Dans ds' on a de m&tne une quantity a 
d'^lectricite positive et une quantity e{ d'61ectricit6 negative 
anim6es respectivement de vitesses r' et t?|. 

La repulsion totale de ds sur ds' s'obtient en composant 

m 

les repulsions des quantit^s e et e^ dMlectricit^ contenues 
dans ds sur les quantites e' et e^ contenues dans ds\ 
II vient done : 

en posant : 

Vee'i?' = ee'v^ -\- ee[v^ -j- e^ev\ -f- e^e[v} 

= («r» + e,v^) {e' + e,')' 
De m^me 

Le d6bit 61ectrique du premier circuit est : 

e ££ 

ds ds 

V 

pour reiectricite positive ; 



II est 6gal k -^ pour r^lectricit^ negative. Le debit total 
est done — ' ^ ^ ; 
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: D'aulre part rintensit6 i est par definition le d^bit total 
exprim^'en unites eiecti'omagnetiques. Le d6bit total e'xpriin6 

t en unites ^lectrostatiques est done c«, c 6tant Je rapport des 
unites, de sorte qu'on a : 

Done : 

V ee't?t?' = cHidsds' 

La repulsion elecbrodynamique est niille entre un conduc- 
leur charge d'eiectricit6, mais oh ne passe pas de courant, et 
un autre parcouru par un courant sans elre charge ' 

R doit done etre nul si le conducteur C n'est pas charge 
mais est pdrcouru par un courant, c'est-^-dire si e -[- e^ = o, 
et si le conducteur C' est charge mais n'est parcouru par 
aucun courant, c'est-i-dire si r' = tjj = o ; 

Mais si r' = v[ = o les deux derniers termes de R s*an- 
nulent ; le premier terme doit done s'annuler egalement ; done 
on a: 

X n'est pas nul en general; e' -j- e[ !^o si le conducteur C 
est charge ainsi que nous Tavong suppose. 
Done on a : 



el de meme : 



^V^+^j v\^ z=o 



Voila des conditions bien etranges et bien artificielles. En 
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outre elles obligent d'admetlre Texistence reelle des deux 
fluides . II y a plus : Rowland a realise des actions ^lec- 
trodyoamiques avec un disque charge d'electricite et anime 
d'un mouvement rapide ; alors 

V z=. v^ d'ou ev'^ -j- e^vf = (^e -\~ e^) v^ 

et ni t? ni e -)- e^ n'est nul. II est vrai qu'en faisant ie ciilcul 
on reconnait que ce facteur est absoiument n^gligeable dans 
les experiences de Rowland. 

16. On pent presenter la Iheorie de Weber sous un jour 
plus favorable. Rien n'est plus loin de ma pens^e que de la 
defendre: mais je veux montrer seulement en quoi on pour- 
rait la rendre moins etrange. On peul supposer e et e^ 8epar6- 
ment tres grands, tres superieurs en valeur absolue k leur 
sommealgebriquee-f-e<;^ete^ seraienLde Tordre de grandeur 

d'une quantite tres grande ^, e -\- e^ de Tordre de grandeur 

1 

de runil6 et au contraire v et t?. de Tordre de —• Geci 

N 

pourra paraitre assez naturel d'apres la vilesse que certains 
physiciens attribuent k releclricit^ dans les electrolytes, vitesse 
qui k les en croire ne d^passerait pas quelques millim<^tres 
par seconde ; je ne veux discuter ici en aucune fa(;on leurs 
conclusions. II n'est pas necessaire d'ailleurs querett?^ soient 
si petils pour pouvoir etre regardes comme Ires petits. U suffit 
en eOet que v soit petit par rapport a e, qui est cgal k la 
vilesse de la lomiere. 

ev -)- e^v^ sera de I'ordre de grandeur dei; ev^ -\-- e^v}^ de 

I'ordre de -• Le produit {ev^ + ^h^l) (^' + ^i; ^<^ra '1^^" ^'^fii 
Ires petit, de rordre de :^; el deux des termes de U, les 
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termes en X et en v sont compl^iement n^gligeables en 
presence du terme en [ji. On n*a plus alors les m^mes diffi- 
cult68, et Ton rend compte des experiences de Rowland, 

!?• On trouve en somme, en ne tenant compte que du 
terme en [l et rempla^ant 



par sa valeur : 



ee'vv' 



R=,o..r^'(A^,+ B||,); 



identifiant avec (2), on a: 



1 — 1 

A — R --• 



et Texpression de la repulsion ^lectrodynamique entre deux 
masses en mouvement est : 



c^lrdfi 2H\rfJ J 



18. Une question se pose : Thypothfese de Weber est-elle 
conforme au principe de la conservation de T^nergie? 
Le travail de la repulsion eleclrodynamique est : 



e£ fdr cPr dr_ /rfryi 
c^[r dp ""2ra\eft/ J 



et doit 6tre egal k — d^ s*il existe un potentiel et qu'on 
appelle ^ ce potentiel. Mais on a : 

dr cPr idr dr 

r ' di^'^rd^ ' dt 
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d'ou : 

-, ee fi dr . dr dr 4 /c?r\^"| 

^^ = -T^\}dt'^-di-7^^i\dl) \ 

Le potenliel total (obtenu en tenant compte k la fois de la 
repulsion electrostatique et dela repulsion electrodynamique) 
de deux masses e et e' est : 

^ t=r[-s^(ir] 

Cberchons, d'apres cela, le potentiel mutuel de deux 
elements de courant (en nous bornant ici au potentiel electro- 
dynamique) ; c'est : 

~ ^^^^\di) 

— is[(l)'2-'''+^|-|S-'"'+(^-)"2-'»-] 

Le premier et le dernier terme disparaissant, il reste le 

dv dv 
terme du milieu qui est ^cHi'dsds' — • —,\ done le potentiel 



eat: 



.., , dr dr 
— It dsds • — • -r;' 
ds ds 



19. Nousavonsl^ une difference avec la theorie d'Ampere, 
d'apres laquelle Taction reciproque de deux circuits ferm^s 
admet bien un potentiel, mais non Taction reciproque de deux 
elements, ni m^me Taction reciproque d'un courant ferm6 et 
d'une portion de courant, Je dis que dans la theorie d'Ampere 
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un element de courant n*a pas de potentiel par rapport a un 
courant fermd ; en effet, soit un element AB qui se deplace 
sous Taction d'un courant ferme et vient en A'B' ; je puis choisir 
AA', tel que le travail effectue dans ce d^placement ne soit pas 
nul. Je pourrai toujours ramener i'element en AB sans tra- 
vail, si la loi d'Amp^re est vraie ; en effet, je fais tourner A'B' 

autour de A', jusqu*^ ce que sa 

^} direction coincide avec AA'. Le 

/ 
/ 

travail effectue dans cette relation 
est un infiniment petit d'ordre 
sup6rieur. Je fais ensuite mou- 
voir r^i^ment dans sa propre di- 
rection: il vient en AB'": aucun 
travail, puisque Taction d'un cou- 
rant ferme est normale ^ Tele- 
ment ; une rotation autour de A le 
ramene ensuite en AB, et en n*ef- 
fectuant encore qu'un travail in- 
Gniment petit d'ordre superieur. II n'existe done pas de po- 
tentiel, puisqu'on a pu ramener Tel6ment h. sa position initiale 
sans que le travail total effectu6 soit nul ; ce travail total se 
reduit ac celui qui a ete effectue pour amener AB en A'B'. 

La contradiction avec la theorie de Weber n'est qu'appa- 
rente. On a suppos6, dans cette theorie, les mole'cules elec- 
triques animees d'un mouvement uniforme : cela n'est possible 
que pour un courant ferme, non pour un courant ouvert* A 
Textr^mite d'un courant ouvert en effet les molecules electri- 
ques s'arr^tent; leur acceleration n'est done pas nuUe. Les 
elements voisins des extremites n'obciraient pas a la loid'Am- 
pere, parce qu'il yaurait a tenir compte de Tacc61eration des 
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A 
A 



M. 



B 

B 



molecules electriques qui y circulent, acceleration qui n'est 
plus nulle. 11 y aurait done divergence entre les deux Ihe'ories 
si on avail a faire, par exemple, a uh courant ferme et k une 
portion de courant enti^rementlibre. 

Mais ce n'est pas le cas ou Ton se place d'ordinaire quand 
on examine experimentalement Taction d'un courant ferme 
sur un element de courant. 

En effet, quand on eludie Taction d'un conducteur ferme sur 
un Element mobile AMB, cet element mobile AMB fait partie lui- 
m^me d*un courant ferm^ et sesextr6- 
mit6s A et B sont mobiles le long de 
conducteurs fixes. 11 n'y a pas alors 
d'acceleration pour la molecule qui 
arrive en A ou en A' ; et, dans ce cas, 
la Iheorie de Weber nous conduit a 
la loi d*Ampere. On trouve alors, en 
effet, que les forces qu'indiquent les 
deux lois admeltent toutes deux un 
potentiel, et le meme potentiel ; seu- 
lement dans la theorie d' Ampere, il 
nV a un potentiel qu'en vertu des 
liaisons particuli^res impos^es au 

sysleme. Si, au contraire, on considerait des courants instan- 
ian^s, ouverts, la loi d'Amp^re et Thypothese de Weber con- 
duiraient k des r^sultats differents ; mais dans ce cas Texpe- 
rience ne semble gu^re possible. 




Fig 6 



20. L'induction dans la th6orie de Weber. — La 

loi de Weber satisfait au principe de la conservation de 
Tenergie. Done, d'apres Maxwell, les lois de Tinduclion 
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doivent s'en deduire. Dans Tesp^ce, ce raisonnemenl ne vaut 
rien : on ne trouverait les lois ordinaires de Tinduction en 
partant de Thypoth^se de Weber, qu'en supposant qu'on n'a 
que des courants ferm^s, et nuUement si on suppose qu'on a 
des circuits ouverts. Maxwell a commis dans son calcul {*) des 
erreurs graves, mais il en a commis deux qui se compensent. 
Cberchons I'induction de C sur C. Les deux circuits sont 
mobiles, la distance r de deux ^l^ments ds et ds' est ici 
fonction non seulement de s et de s\ mais du temps/ 

— = V V fonction de 8 ei t 
at 

ds 

— = 1?' v' fonction de «' et t' 
dt 

L'action electrodynamique est : 






(je repr^sente par des 'b les d6rivees lotales, et par des d les 
d6riv6es partielles). 

^ dr _\dr^ f j^ dr 

bf~ ds^ "^ ds''^ "*" rfF. 

"^ d8 dt'^ d^' dt'^ dsds'^'^ ds'ds''^ 

Maxwell oublie les deux termes soulign^s. 

Dans ds nous avons e d'61ectricit6 positive, anim^e de la 

(i) Maxwell, hUcir. el Magn,, trad, franc., t. II, § 856-860, p. 554-558, 
voir Comptes Bendus, t. CX, p, 825(21 avril 1890). 
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Vitesse v] ei e^ de negative, anim^e de la vilesse v^ ; dans 

ds% on a des quantit^s d'electriciU e' et e\y animees de 
vitesses v' eiv\. 



SiR, 


est la 


repulsion 


1 de 


e sur c' 


R, 






de 


e^ sur c' 


Rs 






de 


e sur el 


R, 






de 


Ci sur el 



la repulsion totale, pr^c^demment trouv^e, est 

R^ + 1^2 + 1^3 "4" ^^4 • 

La force electromotrice d'induction est evidemment pro- 
portionnelle k la force qui tend k s^parer T^lectricitd positive 
de r61ectricit6 negative dans T^lement ds' ; ce sera R| + R2 — 

Rj — R4 ; et il faudra multiplier par cos 6' = — ,» pour 

avoir la composante de la force dans la direction du fil. La 
force Electromotrice cherchSe est done egale k 

k cos e' (R| + Rg — R3 — R^) 

k Etant un coefficient constant qui depend de Tunitealaquelle 
sont rapportees les forces Electromotrices. 

Pour determiner ce coefficient k examinons un cas parti- 
culier, par exemple celui oQ les masses dlectriques sont au 
repos et oix les forces 61ectromotrices se r^duisent par consc^- 
quent aux forces 6lectrostatiques. 

Dang ce cas, si Ton pose pour abr^ger 

H == cos 6' (R^ + Rj — R3 — R^) 



U Electricity et optique 

il vient : 

en repr^sentant par <p le potenliel ^lectrostatique 



1 e -\- e^ 
^ e r 



La force electromotrice 61ectrostatique est d*ailleurs 



^cD , , Uds' 1 
as e — e[ c 



et comme par definition E = AH, ii vient 



ds' 

k = C r-r 



(«' - «{) 



Nous pourrons done en general deduire la force electro- 
motrice E de la connaissance de 

H = cos e' (R^ + K2 — R3 — R4) 



on 



21. En se reporlant aux expressions ae(r-j et r-j 

reconnaitra que H contient des termes en v^^ r'^, vv\ v, v\ et 

. , ^ dv dx> dv , , ds 

tons connus; et des termes en —j —^^ i? -7- et t? -r-,* 

dt du ds ds 

Si on laisse de c6te un coefficient dependant seulement de 

la position et du mouvement relatifs des deux elements 

ds et ds' mais qui est ind<*pendant de p, e^, v et t?^ et 
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d<^ e', e[y v' et v[: 

les termes en v^ seront (et?^ + ^4^?) (^' — ^4) 

. en vv\ (^^ + ^4^N) (^'''' ~ ^4 ^4 ) 

en v'2 (« + e;) (eV^ — ejvj^) 

en V {ev + ^4^4) (^^ — ^i) 

en 1?' (^ + ^i)W'^' "~ ^4^4) 

connus : (^ + ^4) {^' — ^4) 

on aurait de m6me ce que donnent les termes en -%-? y —1 etc. 
Dans les courants voltaiques ordinaires, on a : 

e = — e^ e' = — cj t? = — v^ v' = — vi 

Tons les termes disparaissent, sauf le terme en v et le terme 
en -T-; les aufres disparaissent, le terme en r -r- disparait 

pour la m6me raison que le terme en v'. Les seuls termes qui 

2)^7* dv dv 

importent dans Toxpression de r-j sont done le terme -r-r 

et le terme 2 -r-r. ^, Qui est un de ceux que Maxwell a 

dsdt ^ ^ 

oubK^s. 

. ^ /dr\^ . o,dr dr 

Dans -T I on aura A con server 2 -;- — v. 
\a^/ ds at 

H i f dr dr , . . . dr / dv . dv.\ 

Or 

cfe , c?rj di , 
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22fi L*exp6rience nous fait connaiire Taction mutuelle de 
denx courants ferm6s ; pour en dediiire Taction de deux Ele- 
ments decourants, Ampere a ete oblige defaire unehypothese; 
il suppose que cette action se reduit a une force dirig^e suivant 
la droite qui joint ces deux Elements. Cette hypothese n'est 
pas la seule qu'on puisse faire. Nous avons vu plus haut com- 
ment Weber, gmd6 par une theorie qui concorde avec celle 
d*Amp6re dans le cas des courants ferm^s, a ete conduit k ad- 
mettre que deux 6l6ments ont un potentiel mutuel qui a pour 
expression : 

. ^ dsds' dr dr 
r ds ds' 

D'un autre c6t6 F. Neumann admet pour le potentiel mutuel 
de deux Elements Texpression : 



.^ , , , cose 

It dsds 

r. 
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Helmholtz chercheuneformule g^n^rale comprenant celles 
de Weber et de Neumann et il fail k cet effet les hypotheses 
suivantes : 

4® II existe un potentiel muluel de deux 6l6menls de couranls ; 

2°Ce potentiel est inversement proportionnel hr, 

Comme en vertu du principe des courants sinueux, ce poten- 
tiel doit ^tre lineaire en cose ct cosO cos 6' (Gf. § 1, page 6) 
Helmholtz est conduit k lui donner pour expression : 

Oil A et B sont des coefficients constants. Gette expression pent 
s'ecrire, en vertu des formules (4) et (5), cTiapitre i®', 

Si Ton a deux courants ferm6s leur potentiel electrodyna- 
mique mutuel sera Tint^grale double 

Le second terme est nul, car 



ds -j-y, = o 
asas 



si rir.t6grale est prise le long d'un circuit ferm6, et T se re- 
duit a : 



(A-f-B) 



r c 

I I iid'sds 



cose 
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L'exp^rience montre que Ton doit prendre (A+B) = 1 (§ iOj , 
mais tant que Texp^rience porte sur descourants ferm^s, elle 

est impuissante k determiner le coefficient B du terme --T-rr 

Cest pourquoi dans diverses hypotheses, on' a pu attribuer 
k B des valeurs differentes. 

En posant, avee Helmhollz, B = — - — ? I'expression du 
polenliel el^mentaire devient : 



.■«.*-(2^'+4-*^.) 



La formule de Weber est un cas particulier de celle de 
Helmholtz ; on la relroave en donnant k k la valeur — 4 ; 
alors le potentiel a la forme : 

'cos e . (Pr \ ii'dsds' dr dr 

It 






r ds ds' 



En faisant A = 1, on a Texpression du potentiel qu*avait 
proposee Franz Neumann. En faisant A = 0, dit Helmholtz, 
on retrouverait T^lectrodynamique de Maxwell. Cetle assertion 
de Helmholtz a ^te parfois mal comprise ; nous y revien- 
drons (S 45). 

23. La formule d'Ampere peut-elle 6tre consider^e comma 
un cas particulier de celle de Helmholtz ? En aucune fa^on. 
Nous avons vu, en effet, que dans la th^orie d'Ampere Taction 
mutuelle de deux Elements n*a pas de potentiel. La formule 
d'Ampere est la seule qui explique les faits par une action 
entre deux elements, r^duite k une force dirig6e suivant la 
droite qui les joint. Des qu'on admet que cette action derive 
d*un potentiel, comme le potentiel depend de Torientation 
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des dements, sea deriv6es par rapport aux angles qui defi- 
nissent cette orienlation ne sont pas identiquement nulles, et 
il en est de m^me du travaiJ virtuel qu'entralne une variation 
infinitesimale de ces angles; c'est dire, que, outre la force 
dirigee suivant la droite de jonction, existent des couples qui 
tendent k faire tourner les 6l^ments et dont les moments sont 
de Tordre de grandeur de la force. M. Bertrand a fait k ce 
sujet des objections^ la th^orie de Helmholtz [Comptesrendus, 
t. 73, p. 965; t. 75, p. 860; t. 77, p. 1049) ; selon lui, tous 
ces couples, agissant sur tous les Elements d'un fil conducteur 
parcouru par un courant et soumis a Taction d'un autre 
courant ou de la terre, devraient immediatement briser le fil 
et le reduire en poussiere. Helmholtz r^pondait qu'une aiguille 
aimant^e ne se brisait pas sous Taction de la terre, quoique 
sur chaque 6l6ment de longueur agit un couple dont le 
moment est deTordre de grandeur de Telement. M. Bertrand a 
replique que personne ne croyait plus aujourd'hui a Texis- 
tence reelle des fluides magn^liques de Coulomb et que la 
r^ponse de Helmholtz n'avait pas de sens; il semble que 
Helmholtz aurait pu dire qu'on ne croyait pas davantage a 
Texistence objective d'un courant materiel circulant dans un 
conducteur. 

Je ne veux pas m*immiscer dans cette pol^mique ; je veux 
toutefois montrer en quoi consiste le malentendu qui s^pare 
ces deux savants ^minents. 

Pour M. Bertrand, le courant se compose d'61^ments 
extr^mement petits, dont le nombre est extr^mement grand 
quoique fini ; k chacun d'eux est applique un couple dont les 
deux composantes ont une existence reelle et un point d*appli- 
cation parfaitement determine. Sur la figure, les elements 
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sout repr^sent^s par ies quatre rectangles en trait plein et les 
couples qui leur sont appliques sont A^F^, B^G/; AjFj, BjGj; 
A3P3, B3G3; A4F4, B4G4. 

Dans ces conditions, il est clair que la rupture se produira 
suivant la ligne pointill^e XY. 

Pour M. von Helmholtz au contraire le couple n'esl qu'iine 
sorte de tendance k tourner qui a une existence propre inde- 



X — - 



B. 



G.V 



B. 



G,* 



B. 



GJ 



B 



04* 



Fig. 7, 



pendante de ses deux composantes, qui peuvent ne pas avoir 
de point d'application determine. Le couple existe toutes les 
fois que la rotation produit un travail. 

En d'autres fermes Helmholtz suppose que, si loin que Ton 
pousse la division de la matiere, chaque partie restera toujours 
soumise a un couple. M. Bertrand croit au contraire qu'il 
arrivera un moment oti les parties ultimes de la matiere seront 
soumises k une force unique et qu'en adoptant une autre 
maniere de voir, on est dupe d*une fiction math6matique qui 
cache la realite des faits. II ne seraitpeut-6tre pas impossible, 
m^me en acceplant le point de vue de M. Bertrand, dlma- 
giner une distribution des forces qui n'entraiherait pas la 
rupture des conducteurs. Mais elle serait probablement conn- 
pliquee et peu naturelle. 
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Je me bornerai a rappeler que, dans la theorie de Weber, 
qui n'est qu*un cas particulier de celle de HelmhoUz, on peut 
tout expliquer en supposant que Faction mutuelle de deux 
elements se reduit k une force unique dirig^e suivantladroite 
qui les joint. J'ai dit au n® 19 comment cela peut se concilier 
avec le fait de I'existence d*un potentiel qui est en apparence 
contradictoire. 

24. Equations fondamentales. — Nous avons mis le 
potentiel 6lectrodynamique mutual de deux circuits sous Ja 
forme (§ 10) 

(1) T = if{¥dx + Gdj/ + Rdz) 

dans le cas d'un circuit ferme. 
Ici, on a, pour deux circuits quelconques : 

cos e dsds' =z dxdx -|- dydy -j- dzdz' 
dh' , d^r , , d^r , , d^r , 



dsds' dxds' ' dyds ' dzds 

Remplagant dans T, nous pouvons donner aT la forme (1), 
dej^ trouvee dans le cas d'un courant ferme, en posant : 



(3) p = I i:^ + :^ / e*' ^''' 



/ i!dx . 1 



2 / dxds' 



Nous designerons de meme par G et H deux expressions 
analogues qu'on deduirait de la premiere par symetrie. Nous 
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dirons que F, 6, H sontles composantes du potentiel vecteur. 
Posons 



(4) t = 



= / '^'^' % 



int^grale ^tendue aa conlour C et nulle dans le cas d*un 
courani ferm6 : 



dx I dxds' 



/i'dx' , 1 



2 dx 



(5). («=/'-f^+^*|; 



«=f'^+'- 



— k M 

2 dz 



On pent 6crire aussi : 



(6) t = 



['{^^^■+9"^+%^) 



et en effet si on regarde x, y, z comme des constantes on a : 
dr = ^,ds =—,dx ^-,dy +-,dz 



25. Donnons k ces Equations une forme applicable aux 
conducteurs h, trois dimensions. 
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Si p est la density de r^lectricit^ libre, pd-c est la quantile 
d'electricit6 contenue dans le volume d-c ; udisi est la quantity 
qui traverse dans Tunite de temps I'aire rfw normale k Ox; 
de m^me t?rfa), Taire rfio normale h Oy; wdisi, normale a Oz ; 

on a: 

dUj^dv^ dw di^ 

dx"^ dy dz dt 

G'est I'equation dite de continuite (Cf. V vol., n'* 29). 

Le fil conducteur pent ^tre assimile a un cylindre de section 

disi. L'6ldment de longueur 6tant c&, d-v = d^ads. 

dr 
La section par un plan perpendiculaire icto est — 

. dz 

dx 

udx =: idx ( u^dz = t'cfa?' 

vdT = idy I v'dx = i'd]/ 

lodT = idz ( wW — idz' 

T = r(Fw + Gi? -f H«?) c^T 

^ 2 da? 



(7) 




— k d^ 
2 dy 

\^k d\ 
2 dz 



Transformons aussi <j/ 



i ( , dr , dr , dr\ 



rfr 
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Si nous cherchons le potentiel (^lectrodynamique muiuel 
total nous avons k prendre T^l^ment diff6rentiel 

(Fm + Gv + Hw?) dt 

oil F, G, H sont des int^grales 6tendues k tous les Elements 
dx de tous les conducteurs, dx excepts. En operant de la sorte 
on compte deux fois dans Tint^grale double le potentiel muiuel 
d'un couple d'616ments dt et dV. Dquc il faut diviser par 2 
rint6grale ainsi calcule'e pour avoir T : 



(8) T = \f{Fu + Gv + Hio) dT 



On pent dire que I'int^grale est 6tendue k lout Tespace, 
car en dehors des conducteurs u, t?, w sont nuls. 

On pourra, des lors, appliquerle th6or^me de Green, rela- 
tif h rintegration par parlies dans tout Tespace (^) 




w > dr 

di . U T" 

dod 



r,r dvl 



(9) 



*=-/-(£.+ f. +^> A f^-' 



26. Consid^rons deux quantit^s d*electrlcil6 eV; elles se 

1 ee' 
repoussent avec une force d'inlensit6 r--2>>X etant unecons- 

tant«. Si Ton adopte les idees universellement regues, X est i 
dans le systeme d'unites 61eclrostatiques el est le carre de la 
Vitesse de la iumiere dans le systeme 61ectromagnetique. Je 



(•) Nous intdgrons par partie par rapport i x eulreles Umltes + oo et — 
el, comme u' est supposd duI a rinQni, le terme tout conou disparait. 
Cf. !•' volume, page 12. 
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conserve X parce que nous serons conduits a modifier un peu 
les idees regues. 

Le potentiel ^leclrostatique (p est donne des lors par : 



Xqp 



Or: 



dt I r clt 



el comme 



A 2 
Ar =: - 

r 
^ J r dt dt 



Appliquons aux deuxmembres de chacune des equations (7) 
I'operateur A 

A / = — Atzu 

J ' 

d'apres le theoreme de Poisson. 

dx dx ^ dxdl 

10 ; ^G = -4.« + (l_A)x|^^ 
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Calculons 



d^ 
dx 



""^^ i^-^-r d^^ 



Or 



1 1 

d' d- 

r r 

dx dx' 



J dx J dx' J r dx' 

doB^ Ay^ dz J r \da;' ^di/'^ dz'J ^ 2 * 



On voit que J serait nul en particulier si on faisait k = o. 



27. Equations de la loi de Ohm. — La formule Rt = 

d (MA 
E — —^ — ' s'applique aux courants fermes. Si on Tapplique 

a une portion de courant, il faut tenir compte de la difference 
de potentiel aux extremities. 



Ri = ?o — ?< + E ^. 
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Si on a un Element reciiligne parallele a Oca 



T<-?o = ^c^ 



on pent poser 



P dx 

Cdia 

G conductibilite sp^cifique ; d'ou 

idx udx 



Rt = 



Cc?a> C 



Quant a la force electromotrice d'induction, on a ici 

T = i¥dx = mi' 

dt -"^ dt 
Les Equations de la loi de Ohm s'ecriveni done : 



u d^ ^^ \_x 

C~~' dx^ dt"^ 

^^"^ ^ C~ dy dt^^ 

w d^ dE 

C~'~ dz'~ dt "+" 



On peat dire qu'il y a quatre forces dectromolrices se 

faisant eqailibre : ia force 6lectrostatique, la force d'induction, 

la force Electromotrice ext^rieure (d'origine chimique, ther- 

mo6Iectrlque, etc.), etla force electromotrice resistante, dont 

u V to 
les composantes sont — p-» — — ' — ^ • 
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L'hypolhese sur laquelle reposent les formulea (12), Tex- 
tension de la loi de Ohm aux conducteurs k trois dimensions 
semble lr6s plausible, mais c'esl une hypolhese, el M. Ber- 
trand n*en admet pas la legitimite. Nous verrons qu'en faisani 
sur la generality de la loi de Joule dans les conducteurs k trois 
dimensions une hypolhese qui paralt s'imposer [voir formule 
(18 bis)^ n* 31], les formules (12) s'accordent avec leprincipe 
de la conservation de Tenergie. II y a plus : on pourrait appli- 
quer aux conducteurs k trois dimensions les equations de 
Lagrange et de la th^orie de Tinduclion de Maxwell (1" vol., 
n° 151); sije ne donne pas dans ces legons cecalcul, c'est 
qu*on a ici un nombre infini de parametres, et que je serais 
force d'employer le calcul des variations. 

Je me bornerai k dire que si Von admet la formule [i% bis) ^ 
le calcul conduirait aux equations (12). 



28. Definition de la force magn^tique. — Dans le cas 
ou ious les courants sont ferm4s^ la force magnetique est sus- 
ceptible de deux definitions equivalentes : 

1** On pent dire que la force magnetique, dont nous avons 
appele les composantes a, p, y, est la r^sultante de toutes les 
actions 61ectromagnetiques appliqu^es k un p61e magnetique 
egal a 1. Cest la definition que nous avons donnee plus haut 
au i^ 8. Un p61e magnetique pent etre assimil^^ unsolenoide 
indefini. En efl'et Taction d'un courant ferm>4 sur un solenoi'de 
ferme est nuUe ; son action sur un solenoi'de limite ne depend 
par consequent que de la position de ses deux extremites qui 
peuvent etre assimiiees k deux p61es magnetiques egaux et de 
signe contraire; son action sur un solenoide indefini est done 
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la m^me que sur un p6le magnelique unique silu6 k Textre- 
mit^ libre du solenoide (Gf. I" vol., n« 124) ; 

2** Consid^rons un 6l6ment magn^tique et soient Adx, Brfx, 
CG^T,lesconiposantesde son moment magn^tique. Les actions 
subies par cet ^I6ment peuvent se reduire h une force unique 
appliquee au centre de gravite de Telement et dont les com- 
posantes sont : 






et a un couple dont le moment a pour composantes : 

(Gp — By) dT, (Ay — Ca) dr, (Ba — Ap) di: 

En d'autres termes le moment de ce couple est normal au 
plan des deux vecteurs qui repr^sentent le moment magnetique 
de r^lement et la force magnetique et est egal au produit de ces 
deux vecteurs parle sinus de leur angle. 

Si r^l^ment change de direction sans que son centre de 
gravite se d^place et sans que la grandeur de son moment 
varie, le travail de ce couple est 6gal k la variation du produit 
de ces deux m^mes vecteurs par le cosinus de leur angle, 
c'est-a-dire k la variation de Texpression suivante : 

(Aa + Bp + Cy) dT 

Imaginons maintenant un circuit ferme infiniment petit, 
parcouru par un courant d'intensit^ i; soit dio Taire de ce 
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circuit; I, m, n les cosinus directeurs de son plan. Ce circuit 
sera Equivalent k un Element magnEtique dont le moment 
aura pour composantes : 

Les actions subies par ce circuit se rEduiront done k nne 
force unique appliquEe au centre de gravile du circuit et k un 
couple dont le moment aura pour composantes : 

(12 bis) id(o (w6 — my), idia {ly — na) , ida} {m% — nfl) 

Si le circuit change de direction sans que son centre de 
gravite se dEplace, sans se dEformer et sans que I'intensitE i 
varie, le travail de ce couple sera la variation deTexpression : 

(12 ter) idb} {Id -f- mp + ny) 

D*ou la definition suivante de la force magnEtique : 

Cest un vecteur dont j'appellerai les composantes a, p, y et 
qui est tel que V action exerc4e sur un circuit infiniment petit 
se rMuise a une force appliqu^e au centre de gravite du 
circuit et a un couple dont le moment a pour composantes les 
expressions (12 bis) et dont le travail est Sgal a la variation 
de t expression (12 ter). 

Imaginons maintenant un systeme S contenant des courants 
non fermks. 

La premiere definition de la force magn^tique na plus 
aucun sens. 

II est en effet impossible de rEaliser un p61e magnEtique 
isolE k Taide d'un solenoide indefini. Voici pourquoi : 

L'action d'un courant nonferme sur un solEnoide fermE n'est 
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pas nuUe ; son action sur un solenoi'de non ferm6 ne depend 
done pas seulement de la position des deux exfr6mites mais 
de la forme du solenoi'de; etson action surun solenoi'de ind6- 
fini ne se reduit pas a une force unique appliqu^e k son 
exlr6mit6 libre. 

Nous sommes done conduits k adopter la seconde definition. 

Cherchons Texpression du potentiel electrodynamique T 
d'un circuit ferm^ quelconque C par rapport au systeme S. 

Supposons d'abord que le circuit G soit infiniment petit, 
Taction du systeme S sur ce circuit se r^duira k une force 
appliqu^e k son centre de gravity et k un couple. Si le circuit 
change de direction sans se d^former, sans que Tintensite varie 
et sans que son centre de gravite se deplace, le travail de la 
force sera nul ; celui du couple sera par definition 6gal k la 
variation de Texpression (12 ter\ c'est-^ dire k : 

Si done rintensite i du courant, Taire dw du circuit, les coor- 
donnees x, y, z de son centre de gravite ne changent pas ; 
si par consequent les cosinus directeurs /, m, n varient seuls 
on aura : 

8T = ic?o) [dll + p8m -f- ySn). 
On en deduit : 

•\- fonction arbitraire de i, rfw, de a?, de y et de^. 

Cettefonction arbitraire quine contient pas les cosinus direc- 
teurs ?, w et n est 6videmment nuUe ; car T doit changer de 
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signe quand le courant change de sens, ou ce qai revient au 
m^me, quand on fait tourner le circuit de 480** autour d'lin 
axe situ^ dans son plan, ou ce qui revient encore au m^me, 
quand on change /, m, w en — I, — m, et — n. 
On a done fmalement : 

T = idio {oil + pm -f- yn) 

Si le circuit G est fini, on le decomposera en une infinite de 
circuits infiniment petits ainsi qu'il a et6 dit au n** 107 du 
I*' volume et on aura : 



(13) T = fidio {dl + pw + yn) 



rint^gration 6tant 6tendue k tousles elements d(a d'une aire A 
appartenant k une surface d'ailleurs quelconque passant par 
le circuit G et limitee par ce circuit. 

Quant k I, m, w, ce sont les cosinus direcleurs de T^lem^nt 
dm ou, ce qui revient au meme de la normale a la surface a ia- 
quelle appartient Taire A. 

29. On a [Equation (Ij] 



T = if{Fdx 4- Gdy + Rdz) 



='/'^['(f-f)+-(f-f)+"(^-D] 



Gomme on a par definition de a, p, y, 
(13) T = ifiU -f mp + wy) 6/(0, 
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il s^ensuit que 

dy dz 

^ dx dy 



Or nous avons d^ji (10) et (11) 



AF = — 47cti 4- (1 — A) X ^ 

' ' dxdi 

T— — 4- — 4- — — — AX^ 
doc'^ dy dz dt 



Calculons -^ — -^ 
dy dz 

d^Y rf»F 
rfa?^ dx^ 

dy d^G dF^ 
dy dxdy fly^ 

rfp rf^H d^F 
dz dxdz dz* 

dy dz dx dxdt ^ ' dxdi 

dy dz dxdt 

^ ' ^ dz dx dydt 

d^ da. . - d^<b 

dx dy dzdt 

£lectbicit£ et optique. 5 
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Dans Maxwell, les derniers termes n'existent pas. Nous 

verrons en effet que Maxwell suppose X = o. 
Les Equations (15) se pr^tent k la verification suivante : 
En diffigrentiant la premiere des Equations (15) par rapport 

h X, la seconde par rapport k y, la Iroisi^me par rapport a z, 

et ajoutant il vient : 

. /du , dv , dw\ ^ ^ do 



Or 



Xo 



-r^ 



d'oii 



XAcp = — Aizp 

^^dt--^''dt 



d'oii 



('«) *"(i+i+^+i)=»- 



Nous retrouvons ainsi Tequation de continuity. 



CONSERVATION DE l'^NERGIE ET STABILITY DE l'I^QUILIBRE 



30. Expression de Ptoergie dlectrocinStique T et de 
I'^nergie Mectrostatique U. — Je vais donner de T une 
expression nouvelle. Dans T^quation (8) je remplace w, v, «?, 
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par leurs valeurs tiroes de (15) 



^=is/s(g-S)^*+s/E 



^F* 



docdt 



En integrant par parties dans tout Tespace (Gf. Introduction), 
on a: 



/!-=-/ 






La premiere des int^grales a done pour valeur 
1 Cv (<m dG\ , ^/dF dE\ , fdd rfF\1 . 



La seconde se transforme de m^me 




=-/ 



dxdt 1 dec dt 



et 

X I xr^ d^ 




St: I ^ dxdt 



2L C^ (— -4- — 4- — \ d 
Sic / dt \dx '^ dy'^ dz) 



\fm 






^ dT 



Si k est positif ou nul, tous les elements de I'int^grale soDt 
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positifs, et si T est nul, c/est que loos ses ^l^ments sont nals; 
au contraire, si k est n^gatif, on ne peut affirmer que, du 
moment que T est nul, tous les ^l^ments soient nuls et qa*il 
n'y ait pas de courant, 

T, ^nergie 61ectrocinetique, n'est qu'un des termes de 
r^nergie. L*autre terme est T^nergie ^lectrostatique 

U = 2 J P90?T 
Or: 



D'apr^s le th^oreme de Green, 



A'^-=-/[(l)'+(§)"+(S)> 

U est essentiellement positif. 

L'^nergie totale T + U est positive si A >. o. Si A est < o, 
T + U peut 6tre de signe quelconque. Supposons que F, G, H, 
soient tels qu'on ait 

F=^, G = ^, H=^ 
ax ay dz 



^ fonction quelconque de x, y, >?, les trois bin6mes (14) sont 
nuls, et le premier terme disparaft. Le second ne disparait 
pas; supposons (p = o k Vorigine des temps, T-|-U sera n6ga- 
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lif ; comme cp = o a Torigine des temps il n'y a pas d*electri- 
cit6 libre au d^but, mais il y en a tout de suite apr^s, car 

-^ n'est pas nul. 



31. Gonservatioii de Tdnergie. — Yerifions que Te- 
nergie se conserve, c'est-^-dire que la variation de T-}-U est 
egale au travail accompli par les forces electromotrices exle- 
rieures (chimiques, thermo^lectriques, etc.), diminu6 de la 
chaleur d6gag6e dans les resistances en vertu de la loi de 
Joule. 

Reportons-nous aux Equations (12) et multiplions la pre- 
miere par — tcdz, la seconde par — vdxf la troisieme — lodxy 
puis integrons dans tout I'espace et ajoutons : il vient : 

18') - / ^' + ^^ + ^^ ^^ +f{Xu + Yt? + Zw) di 



(18 



i [ dr^ . c?© , o?cp\ , , C f dF , rfG , dG\ 



Nous allons d^montrer que la premiere integrate du second 



membre est -7:» la seconde -7- • 
dt dt 






I r/' mS— w* I 4/j2 

Quant h Tint^grale / — r^ — rfr, c*est la chaleur de 



Joule. Une ligne de courant est une ligne qui satisfait aux 
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Equations diff^rentielles — =-2 = — j c*est-&-dire quia pour 

^ u V to -I tr 

tangente en chaque point la vitesse de relectricit^. 

Un conducteur k trois dimensions peui . ^tre considere 
comme form6 d'une infinite de conducteurs lin^aires 616men- 
taires ayant la forme de cylindres infiniment petits, de hau- 
teur dsy de section droite dto, de volume d'v=zdsd<i} et dont la 
hauteur est dirig^e suivant les lignes de courant. 

Admettons que la lot de Joule s'applique a ces conducteurs 
lindaires eUmentaires. 

Si Von considere Tun d'eux, la chaleur degag^e dans sa re- 
sistance est Ri"rf^; or 



R= ^ 



Gdi 



(X) 



et 



e2 = (u» + t?* -f 10^) dio^ 



Done : 



u'+v' + ^' , , ,, _ u^i-v' + 



w 



2 



(18 bis) RPdl = — L-^ dsdiadl = — ^L—X — dT, dL 

32. Je me propose mainlenant de demontrer que la pre- 

miere integrate du deuxidme meinbreest egale a -r-- 
Nous avons vu que 

Je dis que 



— = T; 

dt J 



^^* 
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Gar: 






d(.^ 



et d'autre part : 



Jf ^'''=/p|^'- 



En effet, 



? 






et 



car la premiere int^grale ne change pas, si on permute p et p' 
en meme temps que dz et c?t', puisque les deux integrations 
par rapport h dx et g?t' s'etendent a tout I'espace. 
Done • 



— = f 

d-J 



-£^dr C Q.F.D. 



D'autre part, 



dp /du j^dv . du 



\ 



dt \da) ^^ di/ dz ) 

Done 



/do , / fdu , dv , dw\ 

^^d.=-j ^(^--^_ + -j 
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d'oii en integrant par parties dans tout Tespace 

c. Q P. a 

88. Passons h Fint^grale 



dF , dG , rfH\j 



Nous avons yu que 

T = I y*(FM + G» + Hw)rfT 
d'oa 

je dis que ces deux int^grales sont egales. Pour le demontrer, 
posons : 

L'identite k demontrer devient : 
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I'^Ona: 






car 



/ I , du dkdrc / . / du dtdx 

Cette identity se d^montrerait tout k fait comme Tidentite 
(18 ter). 

2* On a : 
car on a, en integrant par parties dans tout Tespace : 



d(v dt / 






et : 




dxdt 



udi = — / -^ • -;- C?T 
j dt dx 



et on n*a qu!k faire voir que : 




■p 
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Or, on a : 

du rfg 



Sou __ 
dx 



dx dt 



dxdt ~" "^ dt^ 



el ridentit^ k demontrer revient k : 



//f^-^'^'-Z/fi^' 



rd'zd'z 



<5galit6 qui se demontrerait corame T^galil^ (18 ter). 

En remplaQant les deux integrates du second membre 
de (18') par les valeurs ainsi trouv^es, on a : 

Si on multipliait cette Equation par dt, le premier membre 
representerait raccroissement de T^nergie tant 61ectrodyna- 
mique qu*6lectrostatique, la seconde int^grale du second 
membre representerait le travail des forces electromotrices 
exterieures (chimiques, thermoelectriques, etc.); la premiere 
integrate du second membre representerait r^nergie perdue 
sous forme de chaleur de Joule.. 

Cette equation exprime done bien qu'il y a conservation de 
Tenergie. 

34. Stability de I'dquilibre* — - Dans le cas ou il n*y a 
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aucune force dlectromotrice ext^rieure au sysl^me, 



£/(T -f U) _ __ / u^ + v^ + ^^' ^ 



la d<5riv6e de T -}- U par rapport au temps est essentiellement 
negative. 

Si la constante k de Helmholtz est ^ o, T^quilibre est 
stable. En eifet, T + U est essentiellement positif et ne 
s'annule que s*il n'y a ni Electricity libre fai courants dans 
Tespace ; si T -f- U est tres petit, c*est que les courants et la 
density de r^lectricilE libre sont partout tres petits. Partons 
de r^quilibre : T -|- U = o, et faisons subir une petite per- 
turbation, T -}- U prendra une valeur positive tres petite ; 
raais si nous abandonnons le syst^me k lui-m^me, T + U va 
aller en diminuant, tout en restant positif ; T + U restera 
done tres petit, ce qui ne peut aVOir lieu que si les courants 
restent eux-m^mes tr^s petits. Done il y a stability. 

Au contraire, si A est n^gatif, nous pouvons encore partir 
de r^quilibre absolu et faire subir au systeme une pertur- 
bation tres petite; mais nous pouvons toujourssupposercette 
perturbation telle que la valeur initiale tr6s petite que prend 
T + U soit negative. A partir de 1^, T -[- U va diminuer; sa 
valeur absolue va aller en croissant, et on s'eloignera de plus 
en plus de Tequilibre primitif. L'equilibre est instable. 

Nous devons done rejeter toute theorie qui donne k k une 
valeur negative, en particulier la theorie de Weber, qui se 
d^duit de celle de Helmholtz, en faisant A = — 1. 
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&TUDE DES MILIEUX MAGN^TIQUES 



35. Que deyiennent, dans les milieux magnetiques, les 
Equations (14) et (15)? 

D6finissons d*abord la force et Finduction magnetique en 
un point. La force magnetique sera la somme geom^trique 
de deux vecteurs : 

1^ La force electromagn^tique, due aux courants fermes ou 
non, et d6iinie comme au§ 28, telle qu*elleseraitau point con- 
sid6r6 si le milieu n*6tait pas magnetique: cette force pourrane 
pas d^river d'un potentiel, cela aura lieu si au point consid6r6 
le courant 6lectrique n'est pas nul ; 

2<* La force magnetique due aux aimants permanents ou 
non ; elle pourra se r^duire k Taction qu*exerce Taimantation 
induite par les courants dans la masse magnetique a Tinte- 
rieur de laquelle est pris le point consider^. Cette force derive 
toujours d'un potentiel, du potentiel magnetique : 







d'oCi 



a 




di 



dx'"^ dy''^dz')doo 



Quant k I'induction magnetique, elle est la somme g^om^- 
Irique de la force magnetique et de Taimantation au point 
considere multipliee par 4n. 
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36. Je dis que dans un milieu magnetique, les equations 
(14) doivent 6tre remplacees par les Equations: 



(19) 



<m 


dG 


a = -z — 


dz 


K <^ 


m 


^=dz- 


dx 


dG 


dP 


dw 


dy 



et que les Equations (15) sont encore vraies. 

37. Gonsid^rons un aimant; supposons qu*il n'y ait pas de 
courant ext6rieur. L*aimant peut ^tre consider^ comme cons- 
titu6 par un syst^me de courants particulaires d'apres les 
id6es d' Ampere. 

La composante F du potentiel vecteur dd k Tun de ces cou- 
rants est : 



='-f^+'- 



"=•' ' =^+^s- 



tous les courants particulaires 6tant ferm^s, la deriv^e ^ 

dx 



disparatty et il reste 



'•/- 



En transformant cette int^grale de ligne en une integrate 
de surface il vient 



P 



= V V 'i- - **' 'ih 
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c?<i)' 6tant r^lement de I'aire embrass^e par le courant; cetle 
aire est intiniment petite ; done Tinl^grale se r^duit au seal 
616m ent 

Le courant est Equivalent h un 6l6inent magnetique, dont 
le momenta pour composantes A'rfx', B'c?t, C/dx' 



Mdz = adJ 
B'rfx' = e'm'rfa)' 

par suite la composante F du potentiel vecleur dA k cet ele- 
ment est 

Pour avoir la composante due k Taimant entier il faut in- 
tegrer par rapport aux elements dx du volume de Taimnnty 
ou, ce qui revient au m6me, int^grer dans tout Tespace 
car, k rexl6rieur, A' = B' = C = o. 






Voici le point d^licat du calcul : r est la distance de deux 
Elements c?t et o?t', et TelEment c?t est k TintErieur de la masse ; 

done r pent Etre infmiment petit ; - est alors infiniment grand : 
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V 

s'il est infiniment grand du premier ordre, —, Test du second, 

T 

et -r-nr du troisieme; et ainsi de suite. 

ax ^ 

J'ai k prendre des int^grales triples ; si j'ai sous le signe / 

1 

des termes en -> I'int^grale est finie et d^termin^e, de m^me 

r 

V 

pour des termes en -p-,? mais il n'en est plus ainsi si Ton a 

dx 

des d^riv^es secondes. Si on ne faisait pas attention a cette 

remarque, on d^montrerait ais^ment que AV est nul m^me 

k rint^rieur du corps attirant, ce qui est faux. 

Je dois done m'arranger pour ne pas introduire, comme aux 

1 

§ 8 et § 9, les d^riv^es secondes de - par rapport aux coor- 

donn^es. 

< « 

On a, en mt^grant par parties dans tout Tespace : 

On a done en transformant I'expression de F que nous 
vei^pns de trouver 



^=/(i-§;)j*-' 



de m^me : 



(») . b- m-m'r"' 




« =/(£ : - %) i ^'' 
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Calculons 






dn dG 




dy dz 


/ 


/^ ,1 /* 




i ^,d' I 


dn 


_ 1 dW r Id 


dy 


^J dx' dy '^ J d 



(21) \ dG IdG^r,, IdX^'^r., 

J daf dx J dx* dx 



Transformons ces int^grales : 

1 1 

d- d' 
r r 

dy'^'^ dy' 

parce que r est fonction de a? — x\ y — y' et ^ — z\ On a 
done en tenant compte de cette identity et integrant par 
parties par rapport k y* : 



dx 



dy J dm' dy' J dx'dy r 



et, en integrant de nouveau par parties par rapport & a' 

IdSl^r,, id&'^'r,. 



De m^rne, 



dx' dz "'^ -J dz' dx ^^' 
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D'autre part, si on pose : 






Tequation de Poisson nous donne : 



AV == — 4;rA. 



D'autre part 



— = / A' — "^ dT' = — / A' — f^T' = / — 
dx J dx ^ J dx' J dx' 



id.' 



et 



dx^ 



J dx' dx 



Les equations (21) s*ecrivent alors : 



; 1 

dk' ' r 



o = 




dy 
dz 




dx' dx 



dy' dy 
dz' dx 



dx' — 



^T — 



dx' — 



dx^ 

d^W 
dy' 

d^Y 
dz^ 



dVL_dG_ I /£?a; rfB; c?g;\ 

dy dz'^J \dx''^ dy'/^dz'J 

= a -J- 47rA = a. 
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dG'\ l2 
dx 



dz — AV 
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38. Prenons maintenant un milieu magn^tique p&rconru 
par des coarants finis ; u, v, w sont les composantes da coo- 
rant; &!, P|, Yi sont leg composantes de la force ^lectroma- 
gn^tique due aux courants Qnis, F|, G|, H| les composantes 
de leur potentiel vecteur. De m^me, 04, p^* T2 ^ront les com- 
posantes de la force magn^tique due aux courants parUcn- 
laires; a,, b^^ e, les composantes de Tinduction qui leor est 
due, et Fj, Gj, U, les composantes de leur potentiel vecteur. 
On a pour les composantes de la force magnetique totale, de 
rinduction totale et du potentiel vecteur total: a = aL| -f- ^ 
et deux Equations analogues ; 

et 

¥ = ¥,+¥,. 

On a, pour les courants finis, d^apres le § 29 



a 



_ !liH 



^_f^ et ±i_^ = 4««-X-^ 



* dy dz dy dz dxdt 

Pour les courants particulaires, d'apr^s le § 36 

a ^^^^, et ^-??2a = o 
* dy dz dy dz 

d'oii, enajoutant : 

dy dz dy dz dxdt 

ce qui ^tait & d^montrer. 



GHAPITRE V 



PASSAGE DE LA THfiORIE DE HELMHOLTZ 

A GELLE DE MAXWELL 



39. Pour se rendre comple de la facon dont on peul passer de 
la theorie de Helmhollz k celle de Maxwell, qui n'en est qu'un 
cas particulier ou plus exactement qu'un cas limite, il faut 
connaitre les diverses hypotheses faites au sujet du magnetisme 
induit et de la polarisation dielectrique. Le present chapitre 
est intimement lie au chapitre III du premier volume ou j'ai 
expose des idees analogues a celles de Helmholtz sous une 
forme differente. 

Avant d'aborder la question de la polarisation dielectrique, 
rappelons les theories du magnetisme induit. Nous commen* 
cerons par celle de Poisson, la plus importante au point de 
vue de. ce qui va suivre. Mais comme les calculs ont ete expo- 
ses en detail dans le premier volume, paragraphes 62 k 59, 
nous nous bornerons k rappeler succinctement les resultats. Je 
dois avertir toutefois que la theorie expos^e dans les num^ros 
cites, 52^59, se rapportant plus particulierement aux dieleC' 
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triques, il faut, pour en d^duire la theorie du magn^tisme qui 
n'en diff^re pas au point de vue mathematique, changer 
quelques-unes des notations. 

JTT 

G'e«t ainsi que ce que j'ai appel^ — -^ et A dans ces para- 

graphes s'appellera ici a et e. En effet U representait le poten- 
tiel electrique ; 11 doit etre remplace ici par le potentiel magne- 
tique dont les derivees chang^es de signe ne sont autre chose 
que les compoaantes de la force mugn^tique. De m^me ce que 
nous appelions K s^appellera ici {a. 

Induction magnStique. — Poisson attribue les pheno- 
mdnes magnetiques k deux fluides, austral et boreal. Un corps 
magnetique est constitue par de petites spheres conductrices 
du magn^tisme, distribuees irregulidrenient dans un espace 
interm^diaire isolant. Chaque sphere peut ^tre regard^e comme 
etant la superposition d'une sphere solide de fluide austral et 
d'une de fluide boreal : Teffet de Taimantation est de faire glis- 
ser Tune de ces spheres par rapport k Tautre d'une quantity 
plus ou moinsgrande: onaainsi des couches de glissement (*). 
Poisson admet que les actions mutuelies detouteslesautres 
spheres sur Tune d'elles se neulralisent Si m est la masse de 
chacune des sphdres, australe et bor^ale, et si ^, tj, ^ sont les 
composantes du deplacement du centre de la sphere qui 
glisse, on a 

ml = XdT 

mr^ = BdT 



.(*) Voir pour celle Iheorie des couches de glissemeul, I*' vol., chap, in, 
p. 41. 
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* 

Ac?T, Bc?T, Gg?t elant les coniposantes du moment magn^tique 
de eel element sph^rique. 

Pour pouvoir definir la force magnetique en un point int^- 
rieur il faut supposer une cavite creus^e autour du point, et 
la force depend de la forme de cette cavite, contrairement k 
ce que croyait Poisson. Elle a pour composantes a, p, y k 
Tinterieur d'un cylindre infiniment long par rapport a sa base 
et dont Taxc est dirige' suivant Taimantation ; les compo- 
santes sont a -f ^^A, p -f" ^^^' Y ~t" ^'^^ ^ Tinterieur d'un cy- 
lindre infiniment plat, parall^le aussi k I'aimantation ; enfin, 
elles sont 



4 4 4 



k rinterieur d'une sphere. 

Decrivons autour du point o une sphere c de volume di, tres 
petite d'une fagon absolue, mais grande par rapport aux ele- 
ments spheriques ; ecrivons qu'il y a equilibre a I'inte'rieur 
d'un de ces elements, s, L'action des corps exterieurs a la 

4 

sphere a a pour composante parall^le k Oa?, a + ^ wA. 

o 

A, B, C sont les composantes de la magnetisation. Si s est 

le rapport du volume des petites spheres s au volume cIt de a, 

Taimantation de chacun de ces Elements 5 a pour composantes 

A B G 

— > — > - • L'action sur un point interieur k s des Elements sphe- 

c & & 

riques exterieurs k 5, mais interieurs a <r, est supposee nulle 

(Gf. 1"" vol., n° 55). L'action de Tel^ment s lui-m^me apour com. 

4 A 
posante parallele k Oa?, — 7, tt - • 
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L'^quilibre s'ecrit ainsi : 



4 4 A 

(1) a-f^^7cA — ^7c-=o 

4 , 1 — e 

a = ;; TtA 

o e 



1 I K ^ + 26 



1 4- 2e 
G'est -T-^- — = (JL, qu'on appelle Isl permeability magndtique, 

Jinsiste sur la signification de T^quation (1). 

Une molecule magn6tique situ^e k rini^rieur de la sphere s 
qui est conductrice du magn^tisme doit ^tre en ^quilibre sous 
Taction de toutes les forces qui agissent sur elle. Si Ton con- 
sidere seulement les composantes paralleles k I'axe des x^ la 
somme de ces composantes doit ^tre nulle. On a done : 

(Action des aimants ext^rieurs et des Elements magn^tiques 

4 

ext^rieurs ft <j = a -f - ttA) -|- (action des Elements magii6- 

tiques int^rieurs ft a el autres que 5= o -f- (action de^ = — 



4 AN 



La th^orie presente des difficult^s; e doit Mre < 5? ce qui 

o 

impose ft [a une limite superieure qui est depass^e pour le fer. 

On pent dire, il est vrai, que rien n'obligeait ft consid^rer des 

elements spheriques; on peut, comme Ta fait M. Matbien, 

prendre des ^l^ments d*autres formes, et Ton echappe ft cette 
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dif&culie. line autre difficult^ c'est que (jl n*esl pas une cons- 

iante mais varie avec la force ^a* + P^ "f" Y** 

Weber suppose des elements d^jk polarises, mais orienl^s 
d'une maniere quelconque : la force magn^tique les ram^ne h, 
une direction commune, ce qui se rapproche des id^es d'Ampdre. 

Quant au diamagn^tisme, remarquons que pour s'en rendre 
compte dans les id^es de Poisson, il faut admettre quele vide 
est susceptible de polarisation magn^tique et que les corps 
diamagn^tiques sont seulement moins magn^tiques que le 
vide. Alors le [x du vide n'cst plus 1 : on nous avait d^Qni 
Tunite de magn^tisme en admettant que deux p61es ^gaux k 1 
s'attirent avec une force 1 k Tunit^ de distance ; si [x = 1 pour 
le vide, Tattraction observ^e dans le vide est bien Tattraction 
reelle. II n'en est plus de m^me si |x > 1. 

40. Polarisation di61ectrique. — Mossotti est arrive k 
rendre compte des ph^nomenes que prdsentent les di^lectriqucH 
dans les idees de Coulomb, en transportant les theories de 
Poisson k Telectricit^, et ces theories, qui ne sont plus que de 
Tarch^ologie en magn^tisme, peuvent encore servir danK 
Tetude des dielectriques, sans pourlant correspondre proba- 
blement k aucune reality objective. 

Les dielectriques seraient composes de spheres conductrices 
plongees dans un milieu isolant. Ce qui joue le r61e de 
I'aimantation, c'est Isl polarisation dielectrique, que Maxwell 
appelie deplacemeni ^lectrique : /*, g, h. 

ml = fdz 
mrt^ = gdz 
m? = hdz 
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Un di^lectrique constitu6 de la sorte est tout k fait assimi- 
lable k un aimant; je veux dire que le fluide 61ectrique y est 
distribu6 absolument de la m^me fagon que le fluide magne- 
tique dans un aimant constitu6 comme le suppose Poisson. 

Le potentiel magnetique d*une masse magn^tique m par 

in 
rapport k un point ext^rieur est — Le potentiel electrique 

d'une masse ^lectrique m est de m^me, d'apres les notations 

que nous avons adoptees, r-. 

Le potentiel d'une des spheres de Poisson par rapport k un 
point ext^rieur est, en appelant Ac?t, Bg?t, Gc^rles composantes 
du moment magnetique de cette sphere : 

d - d ' d ' 

De m^me le potentiel d'une des spheres de Mossotti par 
rapport k un point ext^rieur sera : 

111 

d - d - d - 

V V T 

De m^me done que le potentiel d*un aimant est represents 
par rintegrale : 

ill 

celui d'un dielectrique sera represents par I'int^grale : 





J4/1 



d'- di 

' + 'W + ''d7 



PASSAGE DE LA TH^ORIE DE HELMHOLTZ A CELLE DE MAXWELL 89 

La force magnetique (parall^le al'axe de x) due a un aimant 
est en un point exterieur a = — TF^^^ ^^'^^'^ electrostatique 

due k un di^lectrique sera de m^me — -r^* 

Si Ton veut calculer cetle force en un point interieur, on 
retrouve I'analogie avec les aimants. 11 faut pour la definir 
supposer une petite cavit6 creusee dans le dielectrique autour 
du point consid^re ; on voit alors que la composante parallele 
k Taxe des x est 6gale : 



a — -T^ si la cavite est un cylindre Ires allonge; 
a — 3^ + "T^ si elle est un cylindre tr^s aplali ; 
k — :7 + "^ si elle est sph^rique. 



Ecrivons comme prec6demment les equations de Tequilibre, 
il faut seulement ajouter ici les forces electromotrices d'in- 
duclion, et d'autre part les forces Electromotrices d*origine 
quelconque, chimique par exemple ou thermoelectrique, et 
dont j'appelle les composantes X^ Y et Z. 

dm 

a doit 6tre ici remplacE par — -r^xp etant lo polentiel elec- 
trostatique. 

Une molecule eleclrique situee ci Tinterieur d'une des 
spheres^ de Mossotti doit etre en equilibre ; si done on con- 
sidere les forces Electromotrices d'origine diverse auxquelies 
cette molecule est soumise et les composantes de ces forces 
suivant Taxe des x^ la somme de ces composantes doit etre 
nulle, ce qui nous donne une equation lout k fait analogue a 
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r^quation (1); nous supposerons comme plus haul que Ton 

a creus6 dans le di^lectrique une cavity limit^e par une 
sphere 9 concenirique k s; on aura : 

(action des conducteurs exterieurs et de la portion du di6- 

lectrique ext^rieure k a =~jr-|-q't^) + (action des 

spheres de Mossotti int^rieures ^ a et autres que 5 = 0) + 

( action de5 = — ^tc ^j + f forces d'induclion = — "^ ) + 

(forces ^lectromotrices exterieures, d'originedi verse =X)=o 
c'est-^-dire : 






3 X e dx dt 



ou en posant : 



1 — e 



on a : 



^-"^ K — X dx dt^ 



K est le pouvoir inducteur speciflque du milieu. 

Proposons-nous d'evaluer le courant de deplacement qui so 
produit dans un di^lectrique quand son etat de polarisation 
se modifie. Nous avons d^fini plus haut les composantes m, 
V et t(? du courant. Cette definition pent encore s'6noncer 
comme il suit : wc?t est la projection sur Vaxe des x de la 
quantite de mouvement de toutes les moUcules 4lectriques 
contenues dans ViUment de volume d-z, Considerons un 
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element cIt contenani une sphere de Mossotti. Quand cette 
sphere est polaris^e on peut la regarder comme form^e de 
deux spheres. Tune de fluide positif, Tautre de iluide n^gatif, 
doDt les masses 61ectriques sont 6gales et de signe contraire, 
qui ont m^me volume et dont les centres ne coincident pas 
(voir I®'' volume, n° 47). Soient -}- m ei — m les masses des 
deux spheres ; soient ^7^,^1,-3'^, les coordonn^es du centre de 
la sphere positive; a?^ = a?^ — l, y^ z=z y^ — y^, Z2= z^ — C 
celles du centre de la sphere negative. 

Alors ?, 7|, C, ont la m^me signification qu'au debut du 
paragraphs 

On a pour la composante parallele k Ox du courant du au 
d^placement relatif des deux spheres : 



, dx, dx^ di . df 

ud'z = m -TT — ^ "37 = ^ Tl = OT ^ 

dt dl dt dt 



De m^me 



dt 
dh 



41. Le potentiel electrostatique cp est di!i k relectricil6 
repandue dans les conducteurs et a celle qui polarise les 
dielectriques : ceux-ci se comportent comme des aimants. 

On a done 

en appelant cr la densite au point (x, y, z) du conducteur. 
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Dans cette Equation la premiere integrate represente le po- 
tentiel dti k r^lectricit^ libre des conducieurs, la seconde le 
potentiel di^ k r^lectricit^ polaris^e dans les di^lectriques. 

D'ordinaire il n'y a d'eleclricit^ libre qu'A la surface des 
conducieurs. Appelons [c] la density superficielle de cette Elec- 
tricity au point a?, y^ z de cette surface, [«'] la density super- 
ficielle au point x\ y\ z\ S'il y a de l*61ectricite non seulement 
k la surface, mais k Tint^rieur des conducieurs j'appellerai de 
mSme a la densite de volume de r^leciriciiE au poini a?, y^ z 
du conducieur. 

Nous avons alors : 




rl rfi a'- rfi 



la premiere integrale doit eire Eiendue k tous les Elements de 
volume d-z des conducieurs, la troisieme k tous les Elements 
c?t' des dieiectriques ei la seconde k tous les elements rfw de 
la surface qui sEpare les conducieurs des diElectriques. 

La troisiEme intEgrale peui se transformer par I'inlEgration 
par parties et donne : 



Ci 4 4 ^7 



(») / l^5^'+^'57+'^'^'r^-/(''^'+'"'^'+"'*')^'-' 



■/(^+|+f')- 
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Dans le second membre, la premiere int^grale doit 6tre 
^tendue k tous les elements dto^ de la surface qui limite les 
di^lectriques et la seconde k tous les ^Idments de volume 
des dielectriques. 

Pour abreger les Ventures dans Tequalion (3), j'ai suppose 
que les propria tes du di^lectrique varient d'une mani^re con- 
tinue de telle sorte que /, g, h soient des fonctions continues ; 
si done on a plusieurs dielectriques differents je supposerai, 
ainsi que je Tai expliqu6 dans la preface, quails sont separes 
les uns des autres par une couche de passage tres mince. Au 
contraire je regarderai les dielectriques comme separes des 
conducleurs par une surface geom^trique de telle fagon que 
les proprietes du milieu varient brusquement quand on tra- 
verse cette surface. 

Posons maintenant 



p = 9 dans les conducteurs 

0= — -r f- — -r dans les dielectriques; 

' dx dy dz 

[pl = W + ^/'+^^ + ^^ 

k la surfaco de separation des conducteurs et des di^lec- 
trique ; il viendra : 



Xcp == 



[,■ % +j ^ 



En d'autres termes tout se passera comme si Ton avait de 
r^leclricite r^pandue dans tout Tespace avec une densite p 
et d'autre part de r6lectricit6 r6pandue k la surface des con- 
ducteurs avec la densite superficielle [p]. 



94 Electricity et optique 

II est ais^ de se rendre com pie de ce resultat : 
Si Ton consid^re un aimaat, on sail que tout se passe 
comme si la density magn^tique h Tint^rieur ^tait 

; ; 7- et la density superficielle k la surface de 

ax ay dz ^ 

Taimant 6gale ^ A^ + ^^ + Cw. Les di^ectriques etant 
assimilables k des aimants, tout se passe comme si on avail 
k rinterieur des di^leclriques une density ^lectiique 

— ;/• — -f" — -T-et^la surface une density 6gale k 
aoG ay az 

If-^- mg + w^' 

Si on considere done la surface de separation d'un conduc- 
teur et d'un dielectrique, qui sera par exempleexterieur a cette 
surface, nous aurons ^ rinterieur de cette surface une couche 
electrique infiniment mince de density [ff], provenant de Telec- 
tricite qui, libre de circuler dans le conducteur, s'est portoe 
k sa surface ; et nous aurons d'autre part k Texterieur de cette 
surface une couche infiniment mince, de densite //*+ w^-f-n^, 
provenant de la polarisation du dielectrique. 

Tout se passera en definitive comme si nous avions une 
couche unique de densite [p]. 

11 [importe de ne pas confondre ces deux densiles superfi- 
cielles [p] et [a] dont la definition est tr^s dififerente. 

Dans un dielectrique, on a : 

df_ ,dg , dh 

dx'^ dy'^ dz~'~'^' 

et en differentiant par rapport au temps, on retrouve Tequa- 
tion de continuiie : 

du . dv dw do 

dx dy dz dt 
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42. U y a une remarque k faire. Une molecule electrique 
situ6e k rint6rieiir d'une sphere de Mossotti est soumise h 
une force electrostatique dont la composante paralleie k Ox 
est : 



{*) 



^ — dx K — X 



On peut s'6tonner de voir que la force n'est pas' la d^riv^e 
du potentiel, changee de signe. C'est que le di^lectrique n'est 
pas un milieu homogene, le potentiel vrai varie irr^gulie- 



y 


1^ 












I'lg. 8 



rement ; a Tetat stalique, par exemple, il est constant k I'int^- 
rieur de chacune des spheres de Mossotti et variable au 
dehors. Un observateur traversant le dielectrique en ligne 
droile verra le potentiel varier suivant une courbe telle que la 
courbe M'N' de la figure 8 ; cette courbe presentc des sinuo- 
sit^s. 

La fonction (p d^finie par les Equations du n^ 37 est au 
contraire continue ainsi que toutes ses deriv6es; ce n'est qu'^ 
eette condition qu'elle peut ^tre introduite dans les calculs 
avec avantage ; cette fonction cp, qu'on pourrait appeler 
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potentiel moyen, n'est done pas rigoureuseoient egale au 
polentiel vrai, mais la diflference est tr^s petite et du m^me 
ordre de grandeur que la distance qui s^pare deux spheres 
de Mossotti (*). 

Ce potentiel vrai oscille autour d'une valeur moyenne qui 
est(p, les deux courbes representant le potentiel vrai (M'N') et 
le potentiel moyen (MN) sont extr^mement voisines, mais les 
tangentes sont tr^s diffdrentes, et e'est pourquoi la force, qui 
est la d6riv6e du potentiel vrai (au signe pres), est tr^s diffe- 
rente de la deriv^e du potentiel moyen. 

43. Expression de I'inergie ilectrostatique dans 
le cas de di61ectriques. — Une force ^lectromotrice (X, 
Y,Z)appliquee k une masse d'electricite mplaceeen un point 

1 Si on consldere par exemple un point situ^ en dehors de ces spheres le 
polentiel moyen est 6gal a VinUgrale 



r( d'- d'- d^\ 



et le potentiel vrai est ^gal k la somme 






obtenue en decomposant le volume du dielectrique en Elements At' con tenant 
chacun une sphere de Mossotti et une seule et par consequent finis quoique 
extrdmeQient petits. 

On volt ainsi avec quel degrd d*approximallon le € potentiel moyen » 
represente le € potentiel vrai ». Ces differences n^ont aucune importance, 
puisque d^une part rien n'empdche de supposer les spheres aussi peliles 
qu'on le vent, et que d'autre part les hypotheses de Mossotti ne doivent 
dtre considerees que comme une maniere commode de consid^rer les cboses 
et n^ont probablement aucun rapport avec la realite des faits. J*ai era 
neanmoins devoir enlrer dans lous ces details afin de lever une apparenle 
contradiction. 
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(^» Vj ^) produit dans le temps 6?^ un travail. 



m 



("f+^f+^D* 



Pour toutes les masses de rel6mentc?T, le travail rapports 
h I'unit^ de temps est : 

et poup le volume entier, on a le travail : 



f{Xu 4- Yv -f Zw) dx 



On a (4) p. 95 : 



Y £j 4?:/* (1 — g) d^ Aizf 

dx 3A6 dx K — X 

Y __ __ ^? __ ^^.^ 
dt/ K — X 



Z = -^ 



4?:^ 



dz K — X 

Le travail, change de signe, est -jtt (en appelant U f^nergie 
6lectrostatique) ; done : 



La premidre integrale est 6gale a : 




/ /du , dv . dw\ - i <^9 



di: 
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Mais 

L'int^grale est done : 



»»^*=-s/'-^'J^'=s/2 




dxdxdt 



^ I to" +($)■+(§)■]- 



La seconde int^grale est : 



dl 






%t d 



+ ^xltf^'-^^'-^''^'^' 



Nous supposerons qu'^ Torigine des temps tous les conduc- 
teurs partent de I'^tat neutre iet qu'il ny a ni Electricity libre 
ni courant. 

On a done pour / = o : 

U=:o 
et pour une Epoque ult^rieure quelconque : 



- ifm + (I)' + (I)'] 



dx 



+ ^j^ f if' -{-'ff'-^- h') dr. 
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44. Telle est Texpression g6n6rale de T^nergie ^lectrosta- 
tique. Quand on a affaire k des ph^nom^nes purement 6lec- 
trostatiques, Texpression se simplifie : on a en effet: 



f 



do At: 



dxYL — l 



et deux auires Equations analogues d'ou : 



2 
K 



— X' ~ Sic \dx) 



II vient done : 



" =/4^ 2 ® " + ^ 2 ©'] 



Ou enfin : 



<«) " =/^ [@)" +(!)■ + s)'] 



D'autre part nous avons a Tint^rieur des conducteurs: 
(6) cp = const. 

k rinterieur des dielectriques, Tequation de Poisson nous 
donne: 

d'ofi : 
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OU 

Consid^rons maintenanl un point de la surface de separa- 
tion des conducteurs et des dielectriques. Nous poserons, 
conform6ment k une notation g^n^ralement adoptee : 

(8) |i = ;^+^^ + „^ 

^ ' dn ax ay * dz 

■s 

Nous aurons alors (en nous rappelant que cp est constant a 
rint6rieur des conducteurs) en un point situe dans le dielec- 
trique mais infmiment voisin de la surface de separation : 

Nous avons pos6 

nous supposions alors que Z, m, n etaient les cosinus directeurs 
de la normale dirigee vers le conducteur ; si nous supposons 
comine dans la formule (8) que I, m, n sont les cosinus de la 
normale dirig4e vers le didlectrique, 11 faudra ecrire : 

[p] = ["] -2^r 

d'ou: 



OU 



»| = -M.]-(K-x,g 
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ou enfin : 

(9) K g = - in[.] 



j 'observe enfin que Ton a : 

(10) charge d'un conducteur quelconque = / \(j]doi 

rint^gration etant etendue h tous les elements dio de la sur- 
face de ce conducteur. 

Les equations (6), (7), (9) et 10 suffisent pour nous faire 
connaitre la fonction cp quand on connait la charge de 
chaque conducteur. 

L'equation (5) nous fait connaitre ensuite T^nergie U et 
comme nous savons que le travail virtuel des attractions elec- 
trostatiques est egal k Taccroissement virtuel decetle Anergic, 
nous pouvons en deduire la valeur de ces attractions. 

Ainsi, si nous connaissons la charge et la position de 
chaque conducteur, les equations (5), (6), (7), (9) el (10) nous 
feront connaitre les attractions electrostatiques. Mais dans ces 
equations la constante X ne figure pas ; nous n'y voyons figurer 
que le pouvoir inducteur K. 

Les attractions electrostatiques, pour des charges et des 
positions donnees des conducteurs, qui sont V unique oh jet 
des experiences electrostatiques^ ne dependent done pas de X, 
Ces experiences ne peuvent done pas nous faire connaitre X, 
mais sealement le pouvoir inducteur K qui est fonction k la 
fois de X et de e. 

Nous d^signerons par K^le pouvoir inducteur du videet pare^, 
la valeur de e relative an vide. 

Dans les theories ancieones on suppose que le vide ne 
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cbntient pas de spheres de Mossotti, qu'il ne s'y produit pas 
de polarisation di^lectrique, c'est-ft-dire que Cq = od'ou : 

et pour un di^lectrique quelconque : 

K — K 







K + 2Ko 



Mais rien n'oblige k supposer e^ = o. G'est aiusi que dans 
la th^orie du magn^tisme induit, apres avoir suppose que 
pour le vide x = o, fx = i on a 616 conduit, pour expliquer le 
diamagn^tisme, k supposer que le jx du vide est plus grand 
que 1, c'est-k-dire que le vide est faiblement magnetique 
(Cf. § 35j. On peut faire ici une hypotbese analogue. 

Gomme les experiences 6lectrostatiques ne nous font 
connaitre que K et Kq, les phenom^neselec/roslatiquespeuvenl 
s expliquer quelle que soil la valeur plus petite que Kq, attri- 
bute a X pourvu que Ton suppose en m6me temps : 



®o = v^ \ a\ etpourundi61ectriquequelconque(')e=jr— J— rr 

JVq -j- 2k IX, -]— 2A 



K est exprim6 en fonction de X et de e, mais ni X, ni e n*entrent 

(') Ges formules sapposent que, comme Poisson et Mossotti, on aUribue la 
forme sph^rique aux parties coDductrices du di^lectrique. Gette hypothese 
ne joue daus la th^orie aucun rdle essentiel, elle sort seulement a simplifier 
lea calculfl. Si on supposait que la forme des parlies conducirices est quel- 
conque, on arriverait k un r^sultat analogue et on trouverait : 

K = X, (.) 

f (e) 6lant une fonction qui se comporte comme -r-^- — i je veux dire 
qu'elle croft avec e, qu'elle est ^gale a 1 pour e =3 o et ipflnie pour e = 1. 
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separ6ment dans Texpreesion de Tenergie electrostatique. Si 

on change X en m^me temps que e de maniere k laisser K 

invariable, on ne changera rien k Texpression de ce que nous 

pouvons connaitre exp^rimentalement. L'experience ne nous 

fera done pas connaitre X si nous nous en tenons aux pheno- 

menes 6iectrostatiques. 

45. Dans les id^es de Mossotti, ordinairement regues, t= o. 

X (1 + 2e) 
Alors Kft = ■ \ — ■ =: X. Deux unites d'electricit6 placees 
"1 — e ^ 

1 1 

k Tunite de distance, se repoussent avec une force t =: zzr- 

Mais on pent aussi expliquer les ph^nomenes en admettant 
que 6^ ne soit pas nul, m^me pour Tair et pour le vide. Alors 

1 1 

Kq > X, et r- > — • La repulsion rdelle entre deux unites 
A Kq 

i 

d'electricit^ est plus grande que r=r-i mais la repulsion observee 

i 

dans le vide est toujours — : elle n'est pas modifi^e. EUe est 

seulement plus petite que la repulsion reelle k cause de Tac- 
tion de senscontraire due k la presence des spheres polarisees. 
La ih4orie de MaccweU consiste a faire X = o. Pour que R 
soit fini, il faut que e soit egal k 1. C'est-a-dire que les parties 
conductrices occupent la totality du volume du di^lectrique. 
Cela revient a se representer les dielectriques comme des cel- 
lules conductrices separees par des cloisons isolantes d'epais- 
seur infiniment petite par rapport aux dimensions de ces 
cellules (^) (Cf. I" vol., n° 61, sqq.). La repulsion reelle entre 
deux molecules unites serait infiniment grande, X ^tant nul, 

(') Gecl De doit pas dtre pris a la lettre. II serait difficile d'admellre que 
le 'vide eut ane semblable consUtulion. II ne faut Yoir la qu'une fa^on 
d'e:primer ce fait que, dans le dielectrique, Telectricite ne circule pas, ne 
se d^place pas, il y a seulement polarisation. 
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mais la repulsion observee entre ces deux molecules, plon- 
g^es dans le di^lectrique, est finie. 

Les phdnom^nes ^lectrodynamiques ordinaires ne depen- 
dent pas non plus de la valeur de X et ne peuvent nous faire 

dF 
connaltre cette valeur ; en eflFet, -j- est nul pour des courants 

constants. L'equation (2), § 40, s'ecrit done : 

Aitf d^ 

(puisque les forces 61ectromotrices d'origine diverse que nous 
aVons representees par X sont g^neralement nulles). 

On retombe done sur les Equations du n** 40. 

rfF 
Dans le cas des courants variables ordinaires, — est g^ne- 

ralement n^gligeable, il faudra avoir recours k des courants 

alternatifs tres rapides, comme dans les experiences de Hertz 

dF 
si Ton veut que -it soit assez grand pour que TinHuence du 

terme en X se fasse sentir. 

La theorie de Maxwell n'est done en definitive qu'un ccls 
limite plut6t qu'un cas particulier de la theorie de Helmholiz. 
II faut pour passer de Tune k Tautre atlribuer a X une valeur 
infiniment petite. 

Voj'ons ce que deviennent dans ce cas les diverses quantites 
que nous avons envisagees : 

1^ Le potentiel electrostatique cp, ainsi que les densites a et 
[<j] qui, d'apres le n® 40, ne dependent pas de la valeur attribuee 
k X restent finis; 

2° Au contraire les densites que nous avons appeiees p 
et [p] sont des infiniment petits du meme ordre queX. 
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On peut s'^tonner que le potentielcp et les attractions 61ec- 
trostatiques restent finis bien que les densit^s 61ectriques p 
ei [p] soient infiniment petites; mais je rappellerai : 

i® Que nous avons trouv6 : 




d'oi!i il suit que cp est fini si p, [p] et X sont des infiniment 
petits de m^me ordre ; 

2° Que le travail des forces ^lectrostatiques qui est ^gal k 
la variation de la fonction U definie par I'^quation (5) du 
n^ 44 est egalement fini. 

On peut d'ailleurs s'expliquer la chose d'une autre maniere. 

Rappelons, ainsi que je Tai expose dans le premier volume, 
que, d'apr^s la maniere de voir que nous avons 6t6 conduits 
h adopter, les di61ectriques sont constitu^s par des cellules 
conductnces s^par^es par des cloisons infiniment minces et 
que chacune de ces cloisons isolantes repr^sente un conden- 
sateur dont les deux cellules voisines sont les armatures. 

Ces deux armatures ont des charges egales et de signe 
contraire q ei — q; comme la cloison est infiniment mince, 
Taction de ces deux charges sur un point exterieur est du 
meme ordre de grandeur que T^paisseur 8 de la cloison 
divis6e par X et multipli^e par q ; si done, comme nous le 
supposons, 8 et X sont de meme ordre, cette action sera de 
m^me ordre que q, 

II y a deux remarques k faire au sujet du calcul des actions 
^lectrostatiques : 

l^ Nous avons fait ce calcul en partant de Texpression U. 
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On emploie souvent en ^lectrostafique une autre m^thojle qui 
est applicable k un conducteur libre plac6 dans un di^lectri- 
que impolarisable (e = o). On considere les diverses mole- 
cules 61ectriques r^pandues k la surface des conducteurs et 
les forces auxquelles elies sont soumises et on les compose 
d*apres les lois de la statique. Cette m^thode appliqu^e k 
un conducteur place dans un dielectrique polarisable consti- 
titue d'apr^s les id6es de Mossotti donnerait des resultats 
errones et si on Tappliquait au cas d'un dielectrique constitue 
conform6ment a la Ihdorie de Maxwell et aux idees expos^es 
dans le present num^ro, on trouverait une attraction infinie. 
En effet ce conducteur ne pourrait se deplacer sans d^ranger 
les spheres de Mossotti ou les cellule conductrices, ce qui 
produirait un travail 6lectrostatique negatif et par consequent 
une resistance dont il y a lieu de tenir compte ; 

2° II ne faudrait pas non plus pour calculer U partir de la 
formule : 



u = 2/p?^^ 



ce qui donnerait U = o puisque p = o 

En eflFet la fonction n'est pas continue puisqu'elle varie 
brusquement quand on passe d'une cellule a Tautre. Si nous 
revenons aux petits condensateurs dont je pariais tout k 
Theure et si nous appelons q et q les charges des deux 
armatures, cp et cp' leur potentiel \ q -]- q^ sera de Tordre 
de X, maisce n'estpas une raison pour qu'il en soit de m^me 
de ^cp -}- q'^^ puisque cp — cp' n'est pas un infiniment petit de 
Tordre de X. 
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On a d'ailleurs 

fpd.='^{q^q') 
Jp^d-z =^(q^ + q^') 

les integrations etant 6tendues a un volume quelconque et 
les sommations k tous les petits condensateurs contenus 
dans ce volume. 

On congoit done comment la premiere integrate peut 6tre 
nuUe sans que la seconde le soit. 

46. Vitesses de propagation des perturbations 61ec- 
tromagn^tiques. — Gherchons comment se propagent, 
dans les diverses theories 6lectromagn6tiques en presence, les 
perturbations 6lectrodynamiques. Si les vitesses de propaga- 
tion, qui sont fonctions des quantit^s X, A et K sont acces- 
sibles k Texperience, ce sera un moyen de determiner 
quelqu'une de ces quantites. 

On a dix Equations aux d^rivees partielles definissant les 
dix quantites w, w, w, a, p, y, F, G, H et cp. 

Consid^rons en effet un di^lectrique de pouvoir inducteur K 

Aizf __ ^ ?^ 





K — X dx 


dt 


En difl'erentiant 


par rapport a t, 




^ 






( 


Atzu cPcp 


d^F 


1 


K — X "" dxdt 


dH 


] 


A-nv d^if 


d^G 


j 


K — X dydt 


dt'^ 


1 


Aitw flPcp 


dm 



K — X d:fdt dt* 
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D^autre part, on a les Equations (15) da § 29 

dy dz ^^ dxdt 
les equations (19) du § 36 : 



d^ dG 

CL ^^^ IA(& "^^^ "i — — 

* dy dz 



et 



J— — -4- — -I-— — — ;iX^ 

doG^dydz dt 

Soit une perturbation electromagnetique dans le milieu 
di^lectrique. Supposons qu'on ait une onde plane perpendi- 
culaire k Ox : les quantites qui figurent dans les Equations 
sont fonctions seulement de oo et de L Les equations devien- 
nent: 

^' K — \~ dxdl dl^ (VI) 47CK>=|£ 
,I„)^=_g (VIII) ,p = -f 

(V) 4.«=-£ (^) f=-*^t 

1' Etudions d'abord I'onde longitudinale. Supposons 
G=:H = » = ro=:a=:p=y = o. - 

II reste F, ip, u, et on n'a qu'& satisfaire aux trois Equations 
(I), (IV) et (X) : les autres sont satisfaites d'elles-m^mes : 
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Comparons (I) et (IV) 

K — X dxdt dxdt dl^ 



d'oii 



dt^ 



"" dxdt \ "•" K — X/ """ dxdl ' K — 



D'auire part, d'apres (X) 



dx^ dxdt 

d^F d^F K 



dt^ "" dx^ (K — X) kX 



La Vitesse de propagation des ondes longitudinales est : 



^^""V(inn 



X) kl 

2° Ondes transversales. On pent satisfaire aux equations en 
posant : 

RestentG, y, v et les trois equations (II), (V) et (IX). 
Comparant (II) et (V), 

1 dy cPG 



K — 'kdx dt^ 
Mais (IX) 

dy^_i(PG 
dx [L dx^ 
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d'oCl 

d^G _ i (PG 
dtr^ "" fjL (K — X) dx^ 

La Vitesse de propagation est : 



^*-W(K-X) 

47. 11 y a des cas ofi Tonde longitudinale ne peut se 
propager. 

A = 
X = o 
K = X 

La Vitesse de propagation est alors infinie. C'est Thypothese 
de Maxwell ; les vibrations sont alors transversales. 

Pour les ondes transversales, si X = K, la vitesse de pro- 
gation est infinie. C'est ce qui a lieu' dans Tancienne theorie 
de Mossotti, d'apres laquelie X est 6gal k la valeur K^ du pou- 
voir inducteur du vide; (x^ = 1. Dans cette theorie, dans le 
vide (ou dans I'air), il ny a pas propagation d'onde trans- 
versale, pas plus que d'onde longitudinale. 

Dans la theorie de Maxwell, il n'y a que des vibrations 
transversales et leur vitesse de propagation V^ est egale k la 
vitesse v de la lumiere. Nous nous supposons places dans le 
syst^me 61ectromagn6tique, Texp^rience nous apprend que 
Kq est rinverse du carr6 de la vitesse de la lumiere; jxq = 1. 
Si on donne ^ X la valeur o, on a Vj = v. Si on donne k X 
une valeur positive differente de o, on a pour V^ une vitesse 
superieure k celle de la lumiere. La theorie de Maxwell se 
d^duit done de la theorie de Helmhol.tz en faisant X =o. 
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48. Reprenoos les equations avec cette valeur de a. 

K ~" dx di 

Aiai = ^ — ^ 
dy dz 

dx dz 

dx ^ dy ^ dz 

Ecrivons les trois eqaalions analogues & la seconde de ces 
equations, et differentions-les respectivement par rapport k 
Xj y, z ; il vieni 

du x_^ _\_ ^^ 

dx dx dz 

c'est-a-dire -^ = o. L'electricite est incompressible ; tons les 

conrants sont ferm^s. 

c ne varie pas avec le temps ; si p = o a Forigine, la density 
vraie de relectricite est tonjours nulie. 

On Toit en somme que si X = o, le A d*Helmholtz n*entre 
pas dans Jes equations. On passe done k la theorie de Maxwell 
en faisant X = o et en laissant k quelconqne. 

Helmholtz dit dans sa preface qu'on passe a la theorie de 
Maxwell en faisant A = o. Ge n'est pas exact ; on obtient bien, 
en faisant A = o, Tequation J = o (§ 26), mais pour deduire 
de la formule donnant Yj la vitesse des ondes transversales 
telle qn'elle est dans Maxwell, on est oblige d'introduire des 
hypotheses complementaires. G*estd'ailleurs ce qa'Helmholtz 
explique dans le conrant de Touyrage en completant alnsi 
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Tassertion de sa preface qui a cependant troinp6 quelques 
personnes (*). 

Au conlraire, en faisant X = o, cela suflit. II n'est pas 
6tonnant qu'on n*ait pas k donner k k une valeur particuli^re 
pour faire rentrer la th^orie de Maxwell dans celle de 
HelmhoUz : Maxwell ne consid^re que des courants ferm^s, 
k doit done toujours disparaltre des Equations. 

Nous avons montre seulement jusqu'ici en quoi consiste la 
ih^orie de Maxwell et comment on peut la faire rentrer dans 
celle de HelmhoUz. Ilrestera h donner les raisons qui doivent 
la faire adopter de preference k toutes les autres. 

49. Revenons aux ondes transversales : le courant est 
dirig6 suivant oy et la force magn^tique suivant oz; ces 
deux perturbations, ^lectrique et magn^tique, sont dans le 
plan de Tonde, mais perpendiculaires entre elles. 

La lumi^re, d'apres Maxwell, est une perturbation 61ectro- 
magn^tique; mais on peut supposer que le plan de polarisa- 
tion de.la lumifere est perpendiculaire ^ la vibration 61ectrique 
et contient la vibration magn6tique, ou faire Thypoth^se 
inverse. La question de la direction de la vibration par 
rapport au plan de polarisation paralt plus accessible k Tex- 
p^rience dans le cas de r^lectricit^ que dans le cas de la 
lumi^re ; et Ton peut attendre d'exp^riences 6lectromagn6- 

(1) Hemlholtz dit en effet que pour passer de sa th6orie a celle de Maxwell 
il convienl de faire : 

fc=o, B=CX>, $ =zoo 

ce qui avec nos notations revieot a faire : 

k = o, X=o, xrroo 

II n^y a aucune raison pour faire Ac = o ni x := 30 ; du moment qu*on 
fait >. := o, on retrouve la th^orie de Maxwell quels que soient k et x. 
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tiques des arguments en faveur de i*une des deux hypotheses. 
Pour Maxwell, la vibration luminense est parallele k la force 
magnetique ; et celle-ci est dans le plan de polarisation, 
conform^ment a Thypoth^se de Neumann et contrairement k 
celle de Fresnel; le courant est perpendiculaire au plan de 
polarisation. 

Une remarque enpore sur la vilesse de propagation des 
ondes longitudinales. X etant different de o, on pourrait se 
d^barrasser de ces ondes en faisant ^ = o ; mais on pourrait 
arriver au meme resultat en faisant A n6gatif. On auraitalors 
des rayons ^vanescents et Ton retomberait sur les id^es de 
Gauchy (*) mais dans ce cas Tequilibre est instable, comme 
nous Tavons d^montre (§ 34^ 

J'ai expose d'ailleurs dans la TMorie mathematique de la 
Lumiere qu'avec les idees de Gauchy, Tether serait en equi- 
libre instable. 

(1) Theorie mathimalique de la Lumiere, g 47, p. 55 
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GHAPITRE VI 



L'UNITE DE LA FORCE ELEGTRIQUE 



50. Nous avons vu que jusqu'aux r^cenies experiences de 
Hertz on n'avait aucun moyen de determiner exp^rimentale- 
ment X. Quelles raisons y avait-t-il alors de pr^ferer Telectro- 
dynamique de Maxwell? D'abord le fait que v, rapport des 
unites, est ^gal a la vitesse de la lumiere, s^explique tres natu- 
rellement dans cette theorie ; il ne serait que reffet du hasard 
si X etait different de z6ro. 

Mais ii y a un autre argument, qui est indiqu6 dans un 
memoire de Hertz {*). Ce savant a mis les equations de 
Maxwell sous une forme symdlrique et tr6s el6gante. 

Consid6rons les equations du n"" 48 qui donnent les 



(1) Ueber die Beziehungen zwischen dea MaiweU *schea electrodyaa- 
mischeo. Grundgleichungen und den Grundgleichungen der gegnerUchen 
Electrodynamik. — Wied. Ann., 23, p. 84 (1884). 
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composantes du deplacement 61ectrique : 



47r/* rf® dF 

^^"^■^** ^^^"* ^^^^ ^BH^aL ^^^p^ «MMH^» 

K dx dt 



Aitg c?flp dG 

K "" ~^'" rf7 

47rA d^ dH 

IT '^ ~ dz'^'di 



DifT^rentions la seconde par rapport k z^ la troisi^me par 
rapport k y, et retranchons : 



^ ^ K \dy dz)'^ dydt^ dzdt" 



On a deux equations analogues. 

D'autre part, les equations donnant les composantes du 
courant en fonction de ^induction magndlique peuvenl 
s'^crire : 



dr__\_(dc_M\ 
dt \k \dy dz) 



^ ^ dt }x. \dz dx) 

dh 1 (db da\ 

\ dt [A \^ dy) 



Je puis ecrire T^quation (i) et la premiere des equations (2) 



cw ( ^ — __ i5 (^ __ ^S\ 

^^ \ dt^ K \dy dz) 

(4) / ^-.A^i^^^^X 

^ ' ' \ dt '~' ^ AniL\dy dz) 
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D' autre part, on a : 

'R\ / ??? J^ ^ _L £[£ — 

^ ' \ don * dy^ dz *• 

Les equations (4) et (6) ae deduisent des equations (3) el (5) 
en permutant/*, g, h, et a, b, c,en permutanten m^me temps 

— ir et -r — • C'est \k une correspondance remarquable entre 

le d^placement eleclrique et la force magnetique {*). 

51. Gette r^ciprocite, mise en evidence par Hertz, peut 
s'^noncer sous une force indiqu6e par M. Blondlot (^). 

Soit une masse eleclrique qui se deplace : les experiences 
de Rowland prouvent qu'un tel d^placement produit les effets 
^iectrodynamiques d'un courant : on cr6e done un champ 
magnetique. Gonsid^rons d'aulre part un p6le magnelique 
mobile ; s'il se deplace dans le voisinage de conducteurs il 
donne naissance k des effets d*induction ; dans la pensee de 
Maxwell le d^placement de ce p6le dans un dielectrique 
produit aussi dans le dielectrique des forces eieclromotrices 
dinduction : la seule difference est que dans le dielectrique 

(^) La sym^lrie est encore plus ^vidente, si on considere avec Heriz, la 
/brctf magrUtiqtie el la force ilectrique, et si I'onadople le sysleme d'unites 
de Hertz qui tieut le milieu entire les deux systeme usuels, j^lectrostatique 
e^ electromagnetique. Les Equations (3) et (4) s'^crivent alors : 

1 rfa __ _ /dZ _dY\ 

V dt " \dy di) 

1 dX _ i[2_^ 

V dt dy dz 

(*) Journal de physique, 2* s^rie, IX, p. 177. 
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ces forces ^lectromolrices donnent lieu k un d^placement 
electrique au lieu de prodaire un courant de conduction ; le 
mouvement du pdle magneiique cr^e done un champ Elec- 
trique. On peut enoncer la reciprocity entre les phenomenes 
Eiectriques etniagn^tiques, en disant que si les deux p61es, 
Fun electrique, Tautre magn^tique, subissent le m^me d^plu- 
cement, ils donnent naissance au m^me champ. 

Un courant electrique produit les m^mes actions electro- 
magnetiques que le d6 placement de relectricile par convection : 
on pourra par contre r^aliser des courants magn4iiques don- 
nant les m^mes effelsque le mouvement d'un p61c magn^tique. 
Si le magn^tisme d'un aimant AB va en diminuant, tout se 
passera comme si du filuide austral Etail transporte de son 
p61e austral A a son p61e boreal B. Les composantes du 
courant Electrique Etaient prEc^demment les derivees des 
composantes de la polarisation dielectrique : 

df da dh 

''=dt' ''=tt' ''=dt'^ 

de mEme ici, les composantes du courant magnEtique seront 
les dErivEes des composantes de la polarisation magnE* 

A Ti r. n .J dK dB dC 

tique A, B, G ; elles seront done -t-j ^> ~ 

Get aimant dont le niagnetisme diminue est done assimilable 
k un solEnoi'de non fermE parcouru par un courant Electrique, 
dont TintensitE irait en diminuant. 

52. Soit maintenant un solEnoi'de fermE dont ie courant elec- 
trique va en diminuant ; il Equivaut a un courant magnEtique 
fermE. D'autre part un courant Electrique fermE Equivaudrait • 
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k un feuillet magn^lique; un courant magn^tique ferine 
^quivaudrait de m6ine k une double conebe d*61ectiicite 
distribute sur une surface limit^e k son contour, e'est-^-dire 
k un feuillet ^lectrique. 

Ainsi un sol^noYde ferm^ parcouru par un courant variable 
produira le cbamp 6lectrostatique que donnerait un courant 
magn^tique ferm6 ou un feuillet 6lectrique ; verifions-le par 
un calcul direct. Le potentiel dd k un syst^me (teUments 
^lectriques, formes cbacun de deux masses d'^lectricit^s 
positive et negative ^gales en valeur absolue, est donn^ 
par : 



r I rf* rfi d'- 



J f'^n^'^+-'57+"'e^.' 



[xrfT etant le moment electrique de Telement, et T, ni\ n' Ics 
cosinus directeurs de la direction de la polarisation au point 
{x\y\z'). Un feuillet electrique n'est autre chose par defi- 
nition qu'un systeme d'd6ments electriques orient^s norma- 
lement k la surface du feuillet. A cbacun des 6l^ments de cette 
surface correspond ainsi un Element Electrique. Dans un 
feuillet, il y a une inrmitE d'ElEments superficiels : le moment 
d'un Element est nc?a>', da/ Etant Taire de l*elEment etn un 
nombre constant dEfinissant la puissance du feuillet. 



d'- di 

r . , r . , r 




(') ^=1/ Vd^+'^'d^'+^'d^r'"' 



tntCvL dEsignant ici les cosinus de la normale k I'ElEment rfw'. 
^$« $i on a un splEnoide fermE a^ant pour directric^ le 
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contour du feuillei, la composante dF du potentiel vectnur 
dh k Tun des elements parllculaires, de surface d<a^, est, ainsi 
que nous Tavons vu au § 37, p. 77 : 

ht ^*y ^1 sont les cosinusdelanorraaieki'elementrfto)|, e'est- 
a-dire de la tangente k la courbe directrlce du solenoVde au 
point(a7', y', y). 
On a done 



dx^ d^ dz' 

* e * e ^6 



& etanl la distance qui s^pare deux courants elementaires du 
solenoi'de. Si on d^signe par t^ Taire dta^ embrassee par le 
courant 6l6menlaire, on a : 

. (di d'- 
''^-T\d^''y-w''^' 

2 est une constante ; car dans la definition ordinaire des 

solenoi'des on admet que t^ et e sont deux constantes. En 
integrant, on a, pour le solenoi'de total : 

rint^grale etant prise le long du contour ferm^. 
On peut la transformer en une int^grale de surface ^tendue 
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k Taire limit^e k ce contour ferm^. Elle devient : 









fj^f 



dy'dx' ' dx'dz 



r r 



et comme -t-= = -r^» r etant fonction de y — y' : 
dy'- dy^ 



=?/^"'K-i-i', 



- / ^1 \ ^-,2 w^a / I dxdy'^ dxdz 



'^V'^'y^ 



^ ' e ^ \ dx^ "•" cted'y "■" e/ayfl?^^ 

I 

car A - = 0. La force ^lectromotrice d'induclion due aux 
r 

variations d'intensit^ du sol^noi'de a sa premiere composante 

d¥ 
6gale k — --r;rintensit6 variant seule et le fiolenoi'de oe 

bougeant pas, Tintegrale du second membre est une constanle ; 
et on a : 

dF 

di i 
dt 



54. Le feuillet donnant un potentiel (p, la composante de la 
force electrique parall^le a Ox sera, au signe pres : 
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C'est rint6grale de I'^qualion (8). En comparani (8) et (9), 
on a : 

rfj^ _ He F _ He /rfF c^*\ 
dx Xtj I Xtj \c?/ * dtj 

ou : 

dF dt Xt^ d^ 

dt dt lit dx 

Le feuillet 61ectrique produit une force electromotrice 

( — j» — -T' — •TiJ ^6 sol^noide ferm^ variable une force 
\ ax ay azj 

electromotrice f — — ? — — ? — ~r ) > l^s champs Electro- 
si atiquesproduits ne different que par un facteur constant; 
et s'il est Egal a 1 les champs sont identiques.Ilfautpour cela 
que la puissance 11 du feuillet satisfasse k la relation 

II = ^ - 
e dt 

di 
Nous supposerons que i est variable, mais -j constant : le 

champ produit ne changera pas avec le temps; on aura 

-p constant, et de m^me 
dt 

^"" K — X* rf^ 

Aiors -* = ; il n'y a pas de courant de d^placettient : au 

d^i 
contraire si -r^ n'etait pas nul, il y aurait courant de d6pla- 

cement et les ph^nomenes seraient notablement plus compli- 
qu6s. 
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Pour un sol6noide ferm^, Fete-j* Gdy -f- Udz est une diffe- 
reatielle exacte ; Taction magn^tique doit done 6tre nuUe, 
car on a : 

dH dG . 

tt = -; 7-9 etc. 

dy dz 

La force 61ectromotrice ^tant la deriv^e par rapport au temps 

de fiFdx + Gdy + Udz), est ^ f{Fdx + Gdy + Hrf^), ce 

qui est nul pour un courant ferme. 

L'action inductrice d'un sol^noi'de ferm6 variable sur un 
courant ferm&est done nuUe, mais ce n'est pas unc raison 
pour que cette action sur un courant ouvert soit encore nulle 
et par cons^uent pour que ce sol^noi'de ne produise pas un 
champ dlectrique. 

55. La consideration de pareils sol^noi'des fermes variables, 
equivalents k des feuillets, va nous permettre de decider 
entre les diverses theories eleclrodynamiques, en nous fon- 
dant sur une hypoth^se k laquelle Hertz a donne le nom de 
« principe de Tunite de la force 61ectrique ». 

Ce principe doit ^tre rapproche d'un autre qui est admis 
par tout Ic monde et qu'on pent appeler le « principe de 
Tunite de force magnelique ». La force magnetique en un 
point etant donnee en grandeur et en direction, son origine 
importe peu ; la connaissance du champ magnetique sufGt k 
determiner ce qui s'y passe, independamment de la cause qui 
le produit. On sail que Taction d'un courant electrique ferm6 
pent se remplacer par celle d*un feuillet magnetique Equiva- 
lent ; si on remplace deux feuillets pardeux courants respec- 
tivementequivalents au point de vue des actions qu'ils e^ercent, 
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reqaivalence subsistera au point de yue des actions qu'ils 
subisseni dans an cbamp magn6tique et par suite les deux 
couranls exerceront Fun sur I'aatre exactement la m^ine 
action que les deux feuillets. 

Ce principe pourra paraitre trop Evident pour qnll soit 
utile de I'enoncer. « Paisque cbaque courant agit comme Tun 
des feuillets sar I'autre feuillet, dira-t-on, n'est-ilpasdetoute 
evidence que leur action reciproque sera la meme que celle 
des deux feuillets? » Aux personnes qui seraient tentees de 
raisonner ainsi, je rappellerai sealement Tanecdote des clefs 
d'Arago, si spirituellement racont^e par M. Bertrand dans la 
preface de sa Thermodj/namique, 

Nous admettrons pour Telectricite un principe analogue k 
celui que tout le monde admet pour le magn^tisme. Un 
aimant en forme d*anneau dont le magn^tisme varie, ou, ce 
qui reyient au m^me, un sol^noi'de ferme parcouru par un 
courant variable, equivaut a un feuillet electrique de puissance 
convenable, au point de vue du cbamp 6lectrique auquel il 
donne naissance. 11 agira done comme ce feuillet sur un autre 
feuillet electrique; et, en vertu du principe de Taction et de la 
reaction, subira de la part de ce second feuillet une reaction 
egale et contraire a Taction exercee. Ainsi un soleno'ide ferme 
variable ^prouve dans un cbamp Electrique une action 
mecanique ; et comme un pareil solenoi'de cr^e un cbamp 
electrique, deux solenoi'des fermes variables exercent Tun sur 
Tautre une action mecanique identique k celle qu'exercent 
deux feuillets Electriques equivalents. Tel est le principe de 
V « unitE de force Electrique ». 

Or de toutes les tbEories Electrodynamiques, — celles dans 
lesquelles on avait > = Kq pouvoir inducteur specifique du 
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vide (ou de I'air), celle de Maxwell o\i Ton a X = o, et les 
theories nouvelles qui consisteraient k donner k X de8 valeurs 
interm^diaires, — la ih^orie de Maxwell s'accorde seule avec 
le principe de Tunit^ de force 6leclriqiie. Dans rancienne 
electrodynamique, raciion reciproque de deux sol^noi'des 
ferm^s est en effet toujours nuUe, que les sol6noides soient 
parcourus par des courants constants ou variables. Dans les 
nouvelles theories ou X serait interm^diaire entre o et Kq, on 
auraity pour Taction reciproque de deux sol^noi'des fermes 
variables, un coefficient different de celui qui affecte Taction 
de deax feuillets ^lectriques respectivement Equivalents* 

56. Calculous le travail produit dansle d^placement relatif 
de deux feuillets : le travail t est la variation dU de I'Energie 
Electrostatique. De m6me, cherchons le travail produit dans 
le d^placement de deux sol^noi'des : ils sont parcourus par 
des courants i et i, alimentes par des piles de forces electro- 
motrices E et E' et passant dans des resistances R et R' ; la 
variation de IMnergie se compose de la varieition cTT de 
Tenergie 61ectrocin6tique, plus la variation crtJ' de T^nergie 
Electrostatique. On a done : 

t' + Eidt + Erdt — Rv^dt — R7^dt = dT + dW 
I (L^2 + 2Mu' + NP) et ici =| 



T = J (L^2 + 2Mu' + NP) et ici = 5 (Lt« -f Nt'^) 



Gar M = o, puisqu'un solenol'de ferme ne produit aucune 
action sur un courant ferme exterieur. 
La loi de Ohm donne 

E_ Re=lM 

dt 



\ at 



l'ui«it£ de la forge £lectrique iS5 

Nous supposons que les solenoi'des se deplacent sans se 
de former. Alors cTT = hidi + NiW 

t' 4- udi + Wdi' = hidi + m'di! + rfU' 

t' = d\}' 

Le travail eflectue est egal ^ la variation de Tenergie 6lec- 
Irostatique. 
Gomparons U et U'. On a, en general (p. 98) ^§ 43) 

"=l;/[(2)'+(|)+(S)>'+ife/^'+''--)* 

D'autre part, 

— _ K — X (d¥ d^ 

Done 
en posant : 

■• = (!)•+ (*)■+ (^)" 

e est la force 6lectromotrice ^lectrostatique ; et 

^ ~\t/a7^e/</ ^\t^y^^// ^\dz^ dt) 

X, est la force 6lectromotrice iotale (force ^lectromotrice 
electrostatique -f- force d'induction). 
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Dans le premier cas, deux feuiilels : s = C 



" = t /^'* 



Dans le second cas, pas de force 61ectromoirice autre que 
celle d'induction: 



dm 



Les sol^noi'des sont supposes equivalents aux feuiilels, 
c*est-^-dire que la valeur de la force ^lectromotrice totale C 
en un point est la mdme dans ce second cas que dans ie pre- 
mier. 



U' = 



'^V^'* ■ 



UK r dU K 



U'^^K — X t' rfU'~K — X 

Si le principe adopte est vrai, c'est-^-dire si les deux sole- 
noi'des exergent Tun sur Tautre la m^nie action que les deux 
feuillets equivalents, on doit avoir t = t' ; done il faut que 
dV = dV\ par suite que X = o. La iMor'ie de Maxwell est 
done seule compatible avec le principe de VuniU de la force 
dlectrique. 

Un autre cas interessant k examiner, mais plus compliqu6, 
serait celui oil Ton auraitun solenoi'de variable et unfeuillet. 

Pour calculer le travail dd a Taction mutuelle de ce sole- 
noi'de el de ce feuillet, on pent encore appliquer le principe 
de la conservation de T^nergie ; mais le calcul est beaucoup 
plus d^licat que dans les deux cas que nous venons de traiter; 
il faut tenir compte en effet de Taction ^lectrodynamique des 
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courants de convection dus au d^placement des masses 61ec 
triques qui constituent le feuillet. (voir chapitre XII, note 1.) 
Dans les id^es de Hertz, outre Taction 61ectrodynamique 
qui s'exerce entre deux courants, il existe done entre ces 
courants, dans le cas od ils sont variables, une action 61ec- 
trostatique. II n'est peut-dtre pas impossible de mettre cette 
action en evidence par Texp^rience. Ne peut-on pas interpre- 
ter de la sorte les curieuses experiences d'Elihu Thomson ? 
Dans la masse conductrice se produisent des courants d'in- 
duction sous rinfluence du champ alternatif auquel elle est 
soumise ; on pent supposer dans les idees de Hertz qu'il y a 
action 61ectrostatique directe du courant alternatif inducteur 
sur les courants variables^ fermes ou non, d^velopp^s par 
induction dans la masse conductrice. 



GHAPITRE VII 



DESCRIPTION SUGCINCTE DES EXPERIENCES 

DE M. HERTZ (*) 



57. La diffusion des id6es de Maxwell a eu la plus heureuse 
influence sur les progres de la science. EUe a suscite un grand 
nombre de recherches dans le but de verifier les theories du 
savant anglais et, plus particuli^rement, la th6orie ^lectro- 
magnetique de la lumi^re, Tune des plus hardies conceptions 
de son puissant g^nie. 

Mais jusqu'^ ces derni^res ann^es les verifications portaient 
exclusivement sur des points bien 6loignes des hypotheses 
fondamentales et il edi 6te bien t^meraire d'affirmer la possi- 
bilite de la production de la lumiere au moyen des perturba- 
tions 6lectriques. Ce n*est qu'en 1888 que M. Hertz, en pro- 
duisant des perturbations d*une p6riode de quelques cent 
millioniemes de secondes, en a rendu vraisemblable la reali- 
sation. De plus, il a ouvert aux chercheurs un nouveau champ 
d*investigations leur permettant d'aborder des verifications 
directes de la theorie ^lectromagnetique de la Itimi^re. On 

(1) Ce chapitre est enUeremeDt rceuvre personnelle de M. Blondin. 
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ne peat dire si les tentatives r^centes faites dans ce but con- 
firment ou non la theorie dans tous ses details, la precision 
des mesures laissant encore beaucoup k d^sirer. En tout cas 
les experiences de M. Hertz, en d^montrant Tidentite du mode 
de propagation de la lumiere et des perturbations electriqaes, 
sont une confirmation 6clatante de l*hypothese qui sert debase 
h la theorie. 

58. Description des appareils. — L'appareil employ^ par 
M. Hertz pour produire des perturbations de tres courte duree 






Fig. 9. 



a re^u le nora cCexcUateur, II se compose d'une forte bobine 
(le Ruhmkorff dont les p6les P et F {fig. 9) sont relics k 
deux tiges de cuivre horizontales / et T de 0*",5 de diam^tre. 
Les deux extremit^s en regard de ces tiges sont terminees par 
deux boules de laiton parfaitement poll b et h' de 3 centimetres 
de diam^tre, et laissant entre elles un intervalle de {^^,1^ 
environ. Aux deax autres extr^mit^sse trouvent deux spheres 
de zinc de 30 centimetres de diametre ; la distance de tears 
centres, qu'on pent varier h volont6, est d'environ 1 metre. 
Pour la commodity de certaines experiences M. Hertz u un 

£LBCTBicrri et optiqub. 9 
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peu modiil^ ce disposilif. Dans quelques-unesila remplac^les 
deux sph^r^s par deux plaques de laiton carrees de 40 centi- 
metres de c6t6 ei dispos^es, tant6t horizonialement, tant6t 
verticalement, suivant Taxe des liges / et l'; la distance des 
centres de ces plaques est encore d'environ i m^tre. Enfin 
dans d'autres experiences les p61e8 de la bobine sont $^imple- 
ment relies k deux cylindres de laiton de 13 centimetres de 
longueur etde 3 centimetres de diametre ; les deux parties en 
regard sont termindes par des surfaces spberiques de 2 centi- 
metres de rayon. 

59. Le fonctionnement de Texcitateur est assez complexe. 

Supposons d'abord les spheres s6par<^es de la bobine et 
portees k des potentiels diff^rents. Si la difference de ces po- 
tentiels est suffisante pour donner lieu k une 6tincelle enlre 
les boules b et b' les spheres se deohargent etsi les valeurs de 
la resistance R, de la self-induction L et de la capacite G satis- 
font h rinegalite 

cette dediarge est oscillatoire. Cette condition se trouvant 
remplie par suite des dimensions donnees h Tappareil, il se 
produit une serie d'oscillations et, par consequent, des pertur- 
bations electriques donl la periode est, d'apres la formule de 
sir W. Thomson, 

Les valeurs de L et C en unites eiectromagnetiques etant 
trespelites, cette periode eft de Fordre des cent millioniemes 
de seconde. Elle est meme encore environ dix fois plus petite 
avec la derniere modiOcation decrite. 
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Mais la dur^e de celle decharge osciilatoire est excessive- 
ment courte ; il faut done, pour rendre le phenom^ne obser- 
vable, charger les spheres k des intervalles de temps tres 
rapproches. C*est alors qu'intervienl le r6le de la bobine. Le 
courant d'induclion produit par cet appareil est lui-m6me 
oscillaloire et, d'apr^s les experiences de M. Bernstein et de 
M. Mouton, sa periode est de Tordre des cent milliemcs de 
seconde. Par consequent en reliant les spheres aux p61es de 
la bobine, ces spheres se trouvent chargees environ cent milie 
fois par seconde. 

60. Si on place dans ]e voisinage de Texcitateur un circuit 
presque ferm6 presentant entre ses extr^mites un interval le 
d'une fraction de millimMre, on voit g^neralement un flux 
d*etincelles jaillir a la coupure. Mais pour une m^me position 
du circuit la longueur et Teclat des 6tincelles varient avec sa 
forme et ses dimensions; pour chaque forme, la forme circu- 
laire par exemple, il existe une dimension pour laquelle IV- 
lincelle prdsente un maximum tr^s marque. Un fait du m^me 
genre se rencontre en acoustique : un resonnateur sph^rique 
n'entre en vibration sous Tinfluence d*un son de p6riode 
donnee que si son rayon a une valeur convenable, De la le 
nom de resonnateur qui a et6 donne au circuit secondaire dans 
lequel Texcitateur produit des ^tincelles ; on dit qu'il est a 
Vunisson de I'excitateur quand sa forme et ses dimensions sont 
celles qui repondent au maximum de Tetincelle. 

Dans les premieres recherches de M. Hertz le resonnateur 
est unfil de 0*",2 de diam^trepli6encarr6de60centim^tresde 
c6te ; un micrometre k 6tincelles plac6 k la coupure permet 
de mesurer la longueur des ^tincelles avec la derni^re pr6ci- 
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sion. Gr^ce aux dimensions choisies le resonnateur est presque 
k Tunisson avec rexcitaleur ; on ach^ve le r^glage au moyen 
de deux peiites lames m^talliques soud^es aux extr^mites du 
resonnateur ei dont on agrandii ou diminue ia surface, de 
faQon k faire varierla capacity, jusqu'^ ce qu'on obtienne une 
longueur d*etincelles maximum. 

Dans la plupari de ses experiences ult^rieures M. Hertz a 
adopte la forme circulaire. Pour Texcitaleur a spheres ou a 
plaques le resonnateur k Tunisson R {fig, 10) est un fil de 
0*",2 de diametre formant un cercle de 35 centimetres de dia- 
melre. Avec la derniere modification de Texcitateur, pour 
laquelle les vibrations ont une plus courte dur^e, le fii du 

resonnateur n'a que O*"*,! de dia- 
metre et le diametre du cercle 
qu'il forme n'est que de 7*",5. 
Avec ce m^me excitateur M. Hertz 
a encore employ^ un resonnateur 
dispose comme il suit : deux fils 
**'^K- ^^' rectilignes de O'^^jS de diametre 

et de 50 centimetres de longueur sont places dans le pro- 
longement I'un de Tautre avec une distance de 5 centimetres 
entre leurs exlrdmites en regard ; de ces deux extremite's par- 
tent deux fils de 0®"*,! de diametre et de 15 centimetres de 
longueur, perpendiculaires aux premiers et paralleles entre 
eux el qui se terminent par un micrometre a etincelles. 

61. Exploration du champ produit par I'excita- 
teur. — Par suite de la symetrie de Texcitateur par rapport 
k la droite qui joint les centres des deux spheres les ph^no- 
menes doivent etre les m^mesdans tous les plans qui passent 




DESCRIPTION SUGGINGTE DES EXPERIENCES DE M. HERTZ 133 

par cet axe ; il suffit done d'explorer la moili^ de Tun de ces 
plans, le plan horizontal pour plus de commodite. Mais le 
plan vertical mene par le milieu de Texcilateur est un plan 
de symetrie de cet appareil ; Tintersection de ce plan avec le 
plan horizontal est done un axe de symetrie que Al; Hertz 
appelle la bcutey pour les ph^nomenes qui se produisent daris 
ce dernier plan. Par suite Texploration se trouve reduite au 
quadrant du plan horizontal compris entre I'axe deTexcita- 
teur et la base. 

M. Hertz emploie dans ce but le resonnateur eirculaire de 
35 centimetres de rayon ; un support convenablement dispose 
permet de lui faire prendre une position quelconque/ son 
centre etant toujours maintenu dans leplan horizontal passant 
par Taxe de Fexcitateur. Les resultatsqu'il a obtenus peuvent 
61re resumes ainsi qu'il suit: 

1® Le plan du resonnateur etant vertical, si on fait tourner 
cet appareil autour de son centre de maniere k ce que le dia- 
metre passant par la coupure, que nous appellerons axe de 
symetrie du resonnateur, deerive une revolution complete, les 
etincelles variefit de longueur; elles presentent des longueurs 
maxima, egales entre elles dans les deux positions pour les- 
quelles Taxe de symetrie est vertical, elles cessent de se 
produire quand eet axe est horizontal ; dans les positions 
intermediaires leur longueur est d*autant plus grande que 
I'axc de symetrie est plus pres d'etre vertical ; 

2" La longueur des etincelles au moment ou elles atteignent 
leur maximum depend, pour une meme position du centre du 
resonnateur, de Tazimutdu plan de cet appareil. On le montre 
en faisant tourner le resonnateur autour de son axe de syme- 
trie maintenu verticalement ; on constate que, pour une revo- 
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lution complete, les ^tincelles passent deux fois par un maxi- 
mum et deux fois par un minimum. Les azimuts pour 
iesquels se produisent les maxima difl%rent de 180® ; ii en est 
de meme de ceux auxquels repondent les minima ; de plus la 
difference d'azimut pour un maximum et un minimum est 
de90« ; 
3® La position dansl'espace du rdsonnaleur quand les elin- 

ceiles passent par un 
s 
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Fig. 1!. 



maximum ou passent par 
un minimum depend de 
la position du centre de 
cet appareil par rapport 
k Texcitateur. 

Si nous designons par 
(X Tangle que forme Taxe 
SS' ijig. 11) de I'excita- 
leur avec la droite OC 
qui joint le milieu de eel 



axe et Ic centre du resonnateur et par ^ Tangle du plan 
de ce dernier appareil, au moment d'un minimum, avec la 
droite OG, la valeur de j3 croil de 90** & 180® quand Tangle 
(X croit de 0® k 90® pourvu que la distance OC soil infSrieure 
a 3 metres. Pour des distances plus considerables les posi- 
tions du resonnaleur sont sensiblement paralleles entre elles 
et perpendiculaires k SS'. Mais quelle que soit la distance les 
minima sont nuls quand le centre du resonnateur se trouve 
sur la base Oy et que son plan passe par cetle ligne; 

4® Lorsque le plan du resonnateur est horizontal la lon- 
gueur des etincelles depend aussi de la position de Taxe de 
symetrie. La figure 12 montre en a^ a\^ a^... les. positions 
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de la coupure auxquelles correspondent les longueurs maxima, 
et en h^^h\^ h.y,. ceux auxquelles correspondent les longueurs 
minima. On voit qu*en passant de la position 1 ^ la posi- 
tion III de Texcilateur, les positions de la coupure relative 
aux minima se rap- 
prochent Tune de I'au- 
tre lout encomprenant 
entre elles la position 
relative a un maxi- 
mum. Dans la posi- 
tion III ces trois posi- 
tions de la coupure 
se confondent et Ton 
n'observe plus qu'un 
maximum en a^\ 

5** II existe k une distance d'environ 3 metres de Texcita- 
teur une serie de points, formant une zone fermee, pour les- 
quels on ne pent constater ni maximum ni minimum dans la 
longueur des etincelles, quelles que soient les positions du 
plan du resonnateur et de son axe de symelrie. 

Ce dernier resultat a une grande importance theorique ; 
M. Hertz, au moyen de considerations que nous n'avons pas 
a exposer ici, a d^montre que les actions electriques se 
propagent dans Tair avec une vitesse finie. 

62. Modification du champ par les didlectriques. — 

Mais les r^sultats que nous venons d'exposer supposent 
Texcitateur place dans un espace indefini, ou tout au 
moins, ainsi que cela avait lieu dans les experiences de 
M. Hertz, dans une salle de tres grandes dimensions et abso- 
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lumeni nue. G*e8i qu^en effet le champ est profondemeDt 
modifi6 par la presence d'objeis conducteurs dans le voisi- 
nage de Texciiateur. 

Cette influence perturbatrice des corps conducteurs, que 
M. Hertz avait observ^e d^s ses premieres experiences, doil 
evidemment ^tre attribute k inaction qu'exercent sur le r^son- 
naleur les courants induits dans ces conducteurs par Texcita- 
teur. Or, d'apr^s Maxwell, les courants de deplacement qui se 
produisent dans les dielectriques jouisseni, comme les cou- 
rants de conduction, de la propriete inductive. 11 sufBsait 
done, pour v^rifler celte hypoth^se, de chercher si un die- 
leclrique place dans levoisinage de Texcitateur a une influence 
perturbatrice analogue k celle des conducteurs. C*est ce qu'a 
fait M. Hertz. 

La seule difliculte des experiences resuitait de la neces- 
sity d^employer une masse considerable de matiere dielec- 
trique. M. Hertz a d'abord opere avec du papier. Dans ce 
but ii disposa un tas de livres formant un paralleiepipede 
rectangle de l^jS de long, 0°,5 de large et de 1 metre de 
hauteur sur lequel il pla^a Texcilateur^ plaques horizontales. 
11 constata que ie& maxima et minima des etincelles ne cor- 
respondaient plus aux memes positions du plan de Texcita- 
teur et de son axe de symetrie que dans les experiences prece- 
dentes. En parlicuUer, si on place verticalement le plan de 
Texcitateur, on obtient des etincelles lorsque I'axe de syme- 
trie est horizontal ; elles prennent une longueur minimum si 
on fait tourner la coupure vers le has d'un angle qui, pour 
certaines positions de Texcitateur, atteint Sd*", mais elles ne 
cessent pas completement; les deux maxima correspondent 
* encore a la position verticale de Taxc de symetrie, mais ils 
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ne sont plus 6gaux : quand la coupure est en has les 6lin- 
celles sont moins longues que lorsqu'elle est en haut. 

En rempla^ant le papier par un parallelepip^de d*asphalte 
de monies dimensions les r^sultats furent aussi probants. II 
en fut de m^me avec un parail61^pip^de de poix artificielle. 

Mais on pouvait objecter que les efiets observes provenaient 
dcs mati^res conductrices diss^minees dans les substances 
impures employees. Aussi M. Hertz repeta-l-il les m^mes expe- 
riences en prenant des di61ectriques pouyant s'obtenir parfai- 
tement purs comme le soufre, la paraffine, ie petrole. Toute- 
fois, pour 6viter Temploi d'une trop grande quantity de ces 
substances, il se servit d'un excitateur et d'un r^sonnateur de 
dimensions moitie plus petites que celles des appareiis employes 
dans les prec^dentes experiences. L'observation des etincelles 
devint beaucoup plus delicate, mais les resultats resterent 
aussi concluants. L'action inductive des courants de deplace- 
ment se trouvait compl^tement demontree. 



68. Propagation dans les fils mdtalliques. — Par 

une nouvelle s6rie d'exp^- 
riences, M. Hertz parvient k 
demontrer un autre point 
important: la vitesse de 
propagation des perturba- 
tions electriques dans un fit 
metallique est finie. 

Dans ces experiences , 
M. Hertz employait Texcita- 
teur k plaques verticales [fig. 13); derriere i'une d'elles etait 
dispos^e une plaque P de m^mes dimensions relive par un fii 




Fig. 13. 
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mn k un (11 isoI6, de 12 metres de longueur, tendu horizonta- 
lement dans ie plan verlical de symetrie de rexcitateur, a 
40 cenlimeires au-dessus de la base. 

Disposous le resonnateur B de fa^on que, son centre etant 
sur la base et la coupure au point le plus haut, son plan soil 
vertical et passe par le fil. Dans ces conditions aucune ^tin- 
celle ne se produirait si le fil n'existait pas. Or. on constate 
qu'en g^n^ral de vives ^tinceiles ^clatent a la coupure ; elles 
sont done dues uniquement h Taction du fil. 

En d^plagant le resonnateur, toujours maintenu dans le 
m^me plan, depuis Textr^mit^ libre du fil jusqu'k Texcitateur, 
on observe qu*il ne se produit pas d'^tincelles pres de Fextr^- 
mite libre et aux points situ^s a des distances multiples de 
2",8 de cette extr^mit^. Pour les autres positions il y a pro- 
duction d'etincelles, et la longueur de celles-ci augmente a 
mesure qu*on s'approche du milieu des intervalles formes par 
les points precedents. Ces points sont done analogues aux 
ncBuds d'une corde vibrante, pour cette raison ils ont re^u 
le meme nom. D'ailleurs Tanalogie se poursuit, car si on 
coupe le fil en un noeud les phenomenes restent les m^mes 
en tout point compris entre Texcitateur et le point de section ; 
au-dela de ce point la partie coupee continue k etre le siege 
des m^mes phenomenes mais avec une intensity moindre. 

Mais cette analogic n'est pas seulement apparente ; elle est 
reelle si on admet que la vitesse de propagation des pertur- 
bations 6lectriques est finie. Les nocuds r^sultent de Tinterfe- 
rence des ondesdirectes propagees par le fil avec les ondes 
reflechies a son extremite ; la simplicite de Texplication est 
une preuve de Texistence d*une vitesse de propagation finie. 

On peut m^me en calculer la valeur si on connait la 
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p^riodede la perturbation. M. Hertz admettant que la p^riode 
est de i,4, 10'* secondes, une demi-longueur d'onde de 
2",! correspond h une vitesse de 200,000 kilometres. Cette 
valeur est du m^me ordre que celles qui ont 6t6 trouv^es 
par MM. Fiezeau et Gounelle et par M. W. Siemens pour les 
vitesses de propagation dans les fils de fer et les filsde cuivre. 
D'ailleurs la vitesse doit etre independante de la nature du 
fil, car M. Hertz a constats que la distance entre deux noeuds 
cons^cutifs reste la m^me quand on remplace le fil par un autre 
de diametre different ou d'une autre nature. 

64. Vitesse de propagation dans Pair. -- A la suite 
de ces experiences M. Hertz etudiales phenomenes produits 
par un fil infiniment long, pour lequel, par consequent, ii n'y 
a pas de reflexion des ondes sur elles-m^mes. Ge fil indefini 
6tait realise pratiquement en prolongeant le fil des experiences 
pr^cedentes de 60 metres au dehors de la salle et en mettant 
son extremite en communication avec la terre. 

Si nous plaQons les resonnateurs dans le plan vertical passant 
par le fU, la coupure au point le plus haut et le centre sur la 
base de Tappareil, Taction du fil se fait seule sentir. Si a 
partir de cctle position nous faisons tourner le resonnateur 
de 90* autour de son axe vertical. Taction du fil doit 6tre 
nuUe, par raison de sym^trie, puisque le resonnateur est alors 
perpendiculaire au fil ; dans cette position les etincelles sont 
done dues uniquement k Texcitateur. L'action du fil et cellc 
de Texcitateur au centre du resonnateur sont par consequent 
egales lorsque les etincelles ont la m^me longueur dans les 
deux positions rectangulairesque nous venonsde considerer; 
on arrive facilementa reaiiser cette condition en ecartant ou 
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rapprochant la plaque P de la plaque A ; supposons qu'elle 
soil r^alis^e. 

Pour ioule position inlerm^diaire du r^sonnateur les deux 
actions se superposent et la longueur des ^iincelles doit pre- 
senter un maximum ou un minimum pour Tune de ces posi> 
lions. On constate le maximum et le minimum ; le maximum 
quand lanormale au r^sonnateurest d' u a certain c6t6 duplan 
vertical qui contient le fil, du c6t6 de la plaque A. par exemple ; 
le minimum quand la normaleest de Tauire c6te, du c6ie de 
A'. Les ph^nomenes dus uniquement k Texcitateur etant^ 
sym^triques par rapport au plan vertical passant par le Hi, 
ces resullats montrent que ceux qui sont dus k ce fil nc pre- 
sentent pas la m^me sj'm^trie. 

D^ailleurs ces ph^nomenes changentavecle point considere. 
On constate en efiet que si on'deplace le r^sonnateur le long 
du fil les maxima changentdevaleuretne correspondent plus 
a un m^me angle de la normale avec la base ; pour certaines 
portions du Giles maxima seproduisent quand la normale est 
dirigee vers A ; pour les portions comprises entre les prccc- 
dentes, ils ont lieu quand la normale est dirigee vers A' ; les 
maxima ne deviennent egaux que pour les points dont la 
distance est de 7°*, 5. 

Ainsi tons les 7"", 5 le ph^nomene reprend la m^me intensity 
mais pour une position difTerehte de la normale par rapport 
a la base. Quelle en est la cause ? 

Nous savons que dans le fil la demi-longueur d'onde est 
t§gale k 2",8; deux points du fildistantsdeS^jS exercent done 
dcs actions diff^rentes. Silavitesse de propagation des actions 
de rexcitateur^taitinfinie, lechangement de direction de la 
normale pour les positions correspondant aux maxima serait 
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uniquement dd au fil et ce changenient devrait avoir lieutous 
les 2*,8. 11 en seraii encore de meme si la vitesse de propaga- 
tion dans Tair etait la meme que dans le fil. L'experience 
donnant un resultat contraire h, ces conclusions nous devons 
admettre que la vitesse dans I'air est finie et differente de la 
vitesse dans les metaux. G*est k Tinterf^rence des ondes Irans- 
mises directement par Tair et des ondes transmises par le fil 
que doit done ^tre attribute la production des phenomenes 
observes. 

On pent en d^duire la valeur de la vitesse de propagation 
dans Tair ; il suffit d*6crire que les interferences changent de 
signe chaque fois que Tun des mouvements a gagn^ une demi- 
longueur d'onde sur Fautre. Si on appelle X et X' les demi- 
longueurs d*onde dans Tair et dans le fil et d la distance 
trouv^e, on doit avoir 

nX = (n + 1) X' = (^. 

X' etant egal a 2™,8 eid k 7«,5 on en deduit X = 4", 5 el, en 
admettant toujours la meme valeur pour la periode de vibra- 
tion, on trouve 320,000 kilometres pour la vitesse dans I'air. 
On voit que cette vitesse est sensiblement ^gale k celle de la 
lumiere; en tous cas elle est du m^me ordre de grandeur (*). 

65. Reflexion des ondes. — Les considerations qui 
pre'cedent pouvant prater k la critique, M. Hertz a cherch^ 

(^) D^apres une lettre quo M. Hertz m*a fail rhonneur de m^dcrire, T^mi* 
nent physicien ue consid^re plus aujourd'hui comme absolumeai probautes 
^68 Qzp^rieaces d^crites dans ce paragraphe. II a, ea eflel, regard^ les oGeuds 
observe comme produits par riDterrereoce des ondes transmises par le fil 
el des ondes transmises directement par l*air. II fuudrait encore fenir 
compte de Tinfluence des ondes r^fl^chies sur les parols de la salle, ondes 
dont des experiences ulterieures lui ont fait connaftre Texistence (H. P.). 
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une disposition exp^rimeniale mettant imm^diatement en 
Evidence la propagation dans Tair avec une vitesse finie. 11 y 
est parvenu en faisant r^fl^chir les ondeset en faisani inter- 
ferer les ondes directes avec les ondes r^fl^chies. 

La reflexion 6iB\i obienue au moyen d*unc feuille de zinc 
de tr^s grandes dimensions fix6e contre un des murs de la 
salle d'exp^riences et mise en communication avec le sol. 
L*excitateur dont Taxe 6lait dispose verticalement 6tait place 
k une distance de 13 metres du miroir m^tallique. 

Si on place le centre du r^sonnateur sur la normale au 
miroir passant par le milieu de Texcitaieur, ligne que nous 
appellerons normale cTincidence^ et si on dispose son plan 
perpendiculairement a cette normale, on constate qu'au voi- 
slnage immediat de la parol il ne se produit pas d'eiincelles ou 
du moins des elincelles tres faibles, quelle que soit la position 
de la ligne de sym6trie; il en est encore de m^me k des dis- 
tances de 4™,1 et de S^jS. Pour les distances intermMiaires 
les ^tincelles onl une longueur maximum quand Taxe de 
sy metric est horizontal. 

Si nous mainteuons.cet axe dans cette position et si nous 
deplagons Texcitateur parallelement k lui-m^me, son centre 
restant sur la normale d*incidence, k partir du miroir, on 
observe que les etincelles d'abord tres petites augmentent de 
longueur et pr^sentent un maximum k une distance de 1",72; 
elles d^croissent ensuite, deviennent nulles k 4", 10, puis 
croissent et passent par un nouveau maximum quand la dis- 
tance atteint 6™,30 environ. Les m^mes ph6nom^nesse repro- 
duisent done en des points distants de 4**\5 environ. 

PlaQons maintenant le resonnateur dans le plan vertical 
passant par la normale d'incidence et mettons Taxe de 
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sym^irie parallelemenl k cette normale ; generalement les 
^tincelles a*ontpas la m^me longueur suivai^ que la coupure 
est dirigee du c6le dn miroir ou du c6t6 de I'excitateur. Si 
on deplace le r^sonnateur parallelemenl h lui-m^me les plus 
longues elincelles se produisent quand la coupure est du 
c6le du miroir, tani que la distance k celui-ci est inferieure 
a 1™,72; pour une distance comprise entre 1",72 et 4™,10 
le maximum a lieu du cote dirige vers le miroir; un nouveau 
changement se produit a la distance de 6", 30 environ, les 
ph^nomenes se reproduisent encore tons les 4", 5 k peu pres. 
II semble done, d'apres ces resultats, que la longueur 
d'onde dans Fair est egale a 4™,50. M. Hertz est parvenu k 
etablir, par diverses considerations sur lesquelles nous n'insis- 
lerons pas, que cette longueur doit ^tre prise pour la demi- 
longueur d*onde; le nombre trouv6 pr6c^demment se trou- 
verait ainsi confirme. II convient loutefois de faire remar- 
quer que les valeurs que nous avons citees pour les dis- 
tances de Texcitateur a la parol au moment ou un ph^no- 
mene change de sens sont assez mal determin^es et que, par 
suite, on ne pent avoir grande confiance dans les consequences 
numeriques qu'en tire M. Hertz; ce qu'il y a de certain c'est 
que la longueur d*onde est de Tordre de grandeur de celle 
qui resulterait d'une vitesse de propagation 6gale a celle de 
la lumiere. 

66. Rayons de force Slectrique. - Mais qu'ily ait ou non 
egalit^ entre ces vitesses, le mode de propagation par ondes 
des perturbations 6lectriques ne pent laisser aucun doute. 
II est done perm is de consid^rer des rayons deforce dleclrique 
au m^me titre que des rayons lumineux et Ton doits*attendre 
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& ce que les rayons de force eleclrique se r^fl^chissent et se 
r^fracleni suivant les m^mes loisque ces derniers. M. Hertz a 
v6rifi6 cetle identity de propri^tes. 

Les perturbations sont produites avec Texcitateur que nous 
avons decrit en dernier lieu ; les deux cylindres sont disposes 
verticalement suivant la ligne focale d'un miroir parabolique 
en zinc de 2 metres de hauteur et de i'",^ d'ouverture. 
Les ph^nom^nes sont etudi^s au moyen du r^sonhateur cir- 
culaire de T'^jS de diam^tre ou mieux du r^sonnateur recti- 
ligne ; les deux tiges verticales de ce r^sonnateur sont pla- 
c^es suivant la ligne focale d'un miroir parabolique de m^mes 
dimensions que le precedent et les deux fils horizontaux qui 
y sont (ix6s traversent le miroir ; de cetle mani^re le micro- 
metre k etincelles se trouve derriere le miroir et son observa- 
tion se fait commodement. 

Propagation rectiligne. — Les rayons r6fle'chis par le mi- 
roir parabolique de Texcitateur se propagent tres sensibie- 
ment en ligne droite. Diverses experiences le prouvent. 

En premier lieu on constate que Tetincelle du resonnateur 
devient tr^s faible des que le plan de sym6trie de son miroir 
ne coincide pas avec le plan de symetrie de Tautre miroir. 

Si on fait coi'ncider ces deux plans et qu*on interpose entre 
les miroirs une feuille de zinc de 2 metres de haut sur 1 m^tre 
de large Tetincelle disparait. EUe disparalt ^galement quand 
un aide se place entre les miroirs. L'interposition d*une 
mati^re isolante, une planche deboispar exemple, ne produit 
aucun effet. 

Polarisation. — Par suite de la forme de Texcitateur les 
vibrations du rayon de force Eleclrique s*effectuent dans 
nn plan passant par le rayon. Ce rayon est done analogue a 
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un rayon lumineux polarise rectilignement ; il jouit de pro- 
prieles semblables. 

Si on fait tourner le miroir recepleur autour d'un axe 
horizontal on voit les elincelles diminuer de longueur et 
disparaitre quand les plans de sym6lrie sont k angle droit ; 
un fait semblable se produit quand un rayon lumineux comple- 
tement polarise par reflexion sur un miroir plan tombe sur 
un second miroir; il y a extinction quand les deux plans d'in- 
cidence sont rectangulaires. 

Remettons les plans de symetrie des miroirs en coincidence 
et interposons un cadre en bois sur lequel sont tendus des fils 
m^talliques parall^les. Si ces fils sont perpendiculaires aux 
lignes focales les etincelles ne varient pas de longueur; si 
elles leur sont paralleles les etincelles cessent de se produire; 
pour une position intermediaire les etincelles reparaissent 
mais sont plus courtes que si le cadre ^tait enleve. Ge cadre 
agit done sur le rayon ^lectrique de la m^mie maniere qu*une 
tourmaline sur un rayon lumineux polarise rectilignement. 

Reflexion. — Ayant place les deux miroirs paraboliques 
c6te a c6te de maniere que leurs plans de symetrie se coupent 
a 3 metres de distance environ. M. Hertz dispose suivant la 
ligne d'intersection un mil-oir vertical en zinc dont le plan 
est perpend iculaire au plan bissecteur. Les etincelles se pro- 
duisent alors dans le resonnateur ; elles disparaissent si on 
fait tourner le plan r^flecteur autour d'un axe vertical d'un 
angle d'une quinzaine de degr^s. Leslois de la reflexion dela 
lumi^re sont done applicables aux ondes eleclriques. Diverses 
aulres experiences faites dans des conditions differentes con- 
firment cette identite de propri^t^s. 

Refraction. — Pour s'assurer que les ondes ^lectriques se 

£lectuicit^ et optique. 10 
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refracteni, M. Hertz 8*est servi d'lm grand prisme d'asphalle 
de l'y50 de hauiear et dont Tangle etait de 30*. Ge prisme 
6tait plac^ k 2'*,6 de rexciialeur. Le resonnateur place de- 
Tautre c6t6 donnait des ^tincelles de longueur maximum 
quand Tangle de son plan de symetrie avec celui de Texci- 
iateur atteignait 22'' Elles disparaissaient quand on interpo- 
sait un ecran metallique sur le trajet du rayon, soil avant, 
soil apres le prisme ; la transmission s*effectuait done bien a 
travers le prisme. 

67. Experiences de MM. Sarasinet de la Rive. — Pen- 

dant que M. Hertz entreprenait de nouvelles experiences, 
les experiences fondamentales que nous venons d*exposer 
etaient rep^t^es par un grand nombre de savants. 

Ces nombreuses recherches amen^rent la decouverte de 
faits int^ressants ; ainsi on reconnut que les tubes de Geissler 
pouvaient servir de resonateurs; M. Lodge parvint k con- 
centrer les actions electriques suivant la ligne focale d'une 
lentille cylindrique aplatie. Mais ces resultats sont d'ordre 
secondaire. II en est tout autrement de celui qui a ete 
annonc^y en Janvier dernier, par MM. Sarasin et de la Rive. 

En r^p^tantles expe'riences de M. Hertz sur les fils conduc- 
teurs non isoles a leurs extremites, cesphysicietisontreconnu 
que la position des noeuds pouvait ^tre constatee a Taide de 
resonateurs de dimensions difFerentes. Pour cbaque reson- 
nateur la distance des noeuds est la m^me tout le long des 
fils, sauf^ Textremite ou Ton trouve une perturbation ana- 
logue k celle que presentent les4uyaux sonores ; mais celle 
distance est differente suivant le resonateur employe, . elle 
augmente avec les dimensions de cet appareil. 



DESCRIPTION SUCCINCTK DES EXPjfeRIENCES DE M. HERTZ 147 

L'importance de ce resullat est 6videnle. Si la longueur 
d'onde X = YT depend dn r^sonateur employe, Tun des 
facteurs V ou T doit varier. Admettre que la vitesseV de pro- 
pagation depende du procede d'observation est evidemment 
absurde ; il faut done admettre que e'est la periode de la 
vibration T qui varie. C'est icettehypothese que MM. Sarazin 
et de la Rive se rallient. lis admettent que le syst^me ondula- 
toire produit par I'excitateur contient toutes les longueurs 
d'onde possibles entre certaines limites et que chaque reso- 
nateur choisit.dans cet ensemble complexe I'ondulation dont 
la periode correspond k la sienne propre. 

De cette conclusion il resulteimmediatementquelesvaleurs 
numeriques que M. Hertz a deduitesde ses experiences pour la 
Vitesse de propagation des perturbations 6lectriques dans 
I'air et dans les ills n*ont aucune signification puisque ces 
valeurs dependent de la position des noeuds et, par suite du 
r^sonnateur employe. Toutefois il n'en reste pas moins 
demontr6 experimentalement que la propagation s'effectue 
parondeset, necessairement, avec une vitesse finie qui est du 
meme ordre de grandeur que la vitesse de la lumiere. Les 
experiences de M. Hertz conservent done une importance 
considerable et meritentbienrimmenseretentissementqu'elles 
ont eu. Nous reviendrons d'ailleurs plus loin sur les diver- 
gences de detail signalees plus haut et sur les difficultes que 
soulevent les resullats inattendus de MM. Sarasin et de 
la Rive(^). 

' {*) Voir la discussion de ces experiences au Ghapitre xiz. 
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68. Guide par les considerations theoriques prec^demment 
exposees (*), Herlz a institue des experiences destinees a 
permetlre de prononcer entre T^lectrodynamique ancienne 
et celle de Maxwell, et il a r6ussi k mellre en evidence la 
propagation des ondes electromagn^tiques. Ces experiences 
ont 6t6 d^crites dans le chapitre VII {^), nous discuterons 
maintenant les consequences qu'en a deduites Hertz, ainsi que 
les objections qu'on pent faire k sa m^thode. 

69. Nous etudierons d*abord Tappareil au moyen duquel il 



(«) Chap. VI, p. 114-127. 

(*) Hebtz, Annales de Wiedemann; t. XXXI, Ueber sehr Schnelle 
ekclrische Schwingungen, p. 421 ; t. XXXIV, Ueber die Einwirkvngeiner 
geradlinigen elecirischen Schwingung auf eine benachbarte Strombahrit 
p. 155; t. XXXIV, Ueber die Ausbreilungsgeschwindigkeil der eUctrody 
namisehen Wirkungen^ p. 551 ; I. XXXIV, Ueber eleclrodynamiseke 
WeUen im Luflraume und deren Reflexion^ p. 609; I. XXXVI, Die Krdfle 
eUclrischer Schwingungent behandell nach der Maxwell schen Theorie, 
p. 1 ; t. XXXVI, Ueber Slrahlen eleclrischer Krafi, p. 769. 
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produit des vibrations electromagnetiques tres rapides, son 
excitaleur. 11 se compose |d'un fil de cuivre de 5 millimetres 
de diametre, aux extr^mites dnquel sont soudees deux spheres 
de zinc dc 15 centimetres de rayon, la distance de leurs 
centres, dans le premier appareil de Hertz, 6tait de I", 50; 
en son milieu, le fil est interrompu sur une longueur de 
quelques millimetres, et entre les bornes peuvent eclater des 
6tincelles : ces deux bornes sont reliees aux deux p61es d'une 
bobine de RuhmkorfF. 

Calculous, d'apr^s Hertz, la duree d'une oscillation <5lec- 
trique dans ce systeme. 

Si Ton a un condensatenr dont les armatures sont k des 
potentiels V^ et Vg, dont la charge est g, et la capacity G, en 
reunissant les deux armatures par un conducteur de resis- 
tance R, on obtiendra dans ce conducteur un courant i; et 
si L est le coefficient de self-induction du systeme, on aura, k 
chaque instant : 

(1) R,-=^Lf+V,~V3 



dt 



en m^me temps que : 



V -V — — 2: 



G 
et: 

dq 
dt 

En 6liminant i et V^ — Vg, on obtient Tequation differen- 
tielle : 
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L'equation caracteristique correspondante 
admel pour racines 



R _^ v/R«C^ — 4LC 
2L — 2LC 



Les racines sont r^elles si 



R>2y^ 



L'integrale g^ii^rale de (2) est alors : 

q =z A^e**^ + Age'**' 
et 11 n*y a pas d'oscillation\ 

Au contraire, si R < 2i/p> les racines sont imaginaires. 
Posons 



_ __R. v/4LC — R«C^ 

*— 2L """ 2LC 

L'inl^grale genera le est alors 

q =z Ae-« cos(p< + y) 

A et Y 6tant les deux constantes arbitraires. 

La p6riode T du mouvement oscillatoira est donnee par 

pT = 27c 
T— — 
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et dans le cas ou R est n^gligeable, 

et 

T = 27c\/LG 

Le decrement logarithmique 



«T = ^Ry/L 



70. Assimilons t'excitateur h un condensateur ; et, pour en 
avoir la capacite, negligeons la capacity du fil. L'action reci- 
proque des deux spheres peut aussi 6tre negligee ; et Hertz 
se contente de dire que d^s lors la capacite du condensateur 
est 6gale k la capacity de chacune des spheres, laquelle a pour 
mesure ^leclrostalique le rayon lvalue en centimetres : ici on 
adoncC = 15 (<). 

Gette valeur est erron^e ; en effet, si Ton considere Ten- 
semble des deux spheres comme un condensateur, la capacite 
de ce condensateur sera par definition le rapport de la charge 
d'une des spheres a la difference de potentiel des deux spheres. 
Si on appelle g et — q les charges des deux spheres, V et — V 
leurs potentiels on aura en mesure electrostafique 

5^ = V. 15 centimetres. 

La difference de potentiel sera 2V et la capacite du con- 
densateur sera 

q 
7^ = 7,5 centimMres 

(1) Wiei. Ann. t. XXXI, p. 444. 
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71. Pour calculer la self-induction L on peat negligeries 
deux spheres qui constituent une faible parlie de la longueur 
de Tappareil : la densit6 du courant ^lectrique y est d*ailleurs 
plus faible que dans le fil. Nous avons done k calculer la 
self-induction d'un cylindre d'un demi-cenlim^tre de diametre 
et de 150 centimetres de long. 

On a 



T = L ^ := |/(Fti +G^ + Hw?) dr 



Si nous prenons Taxe du cylindre pour axe Ox, 



V = to = 
et 



Le« = fFudi 



Le courant n*est pas uniform^ment repartl sur la section 
du fil et Ton a : 



•=/ 



ucUii 



int^grale 6tendue k tous ies Elements d(s} de Taire de la sec- 
tion droite du fil. 



F = 



dx 



""/ r '^ 2 dx" "^ 2 



p 6tant la density de T^lectricit^ libre. Ici il n'y a d'dlectricite 
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sensible qu'aux deux extremil^s; done : 

r^ el r^ ^tanl les distances du point considere dii fil aux deux 
spheres ; et q^ et q^ les charges de ces deux spheres : 

dt (it 

puisque T^lectricit^ passe d*une des spheres a Tautre. Pre- 
nons pour origine Tune des extremit^s, nous aurons en appe- 
lant / la longueur du fil : 

r^ — r^ = 2x — I 



et 



<^ = ^{^-l) = -i[±c-l) 



ax 



72. Galculons maintenant F' = 




Soient (a?', y, z') le centre de gravity de T^l^menl c?t' ; r sa 
distance au point (a?, y, z). Soil 8 la distance du point (a?, y, z) 
k la parallele a I'axe des x passant par (a?', y', ^') de sorte 
que [fig, 14) : 

Imaginons qu'on ait decompose le conducteur cylindrique 
en une infinite de cyiindres elementaires de telle fagon que 
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r^l^menl g?t' soil un cylindre donl les generatrices soient pa- 
ralleles k Taxe des x, dont la section droite soit c?a>' et la 
hauteur dx' ; on aura : 



dr = din' dob 



_, / xidiiidx' r t 1 > I dx' 

J ~~^^'l" J ~ 

car w' n est pas fonction de x\ et si Ton int^gre d'abord par 

rapport k dx\ on pent faire sortir u' du signe i* On a d'ail- 
leurs : 

/ . "^^^ - = log \x'^x + n/5^ + {X - x)4 



= log 



a? + Vs^ + ^^ 



On peut n^gliger 8 devant a? et /; alors on a : 

log [l-x + s/Z^ + d-xY] [^4-v/524:^] ^ j^g MZ ~ ^) 



8^ 



"=: / W'rfo)'. 



F' =: / U'di^\ log ^^^^^7^'^ 



Nous pouvons admettre que la densil*^ du courant u sur 
i*aire dta' ne depend que de la distance k Taxe. 

Menons par le point x, y, z un plan perpendiculaire k Taxe 
des x\ ce plan coupera le conducteur suivant un cercle. 
Decomposons ce cercle C en une infinite d'6l6mentsetsoitrfto>' 
celui de ces elements dont les coordonnees sont x\ y' et z\ 
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-r4»yas/ 



Sa distance au point a?, y, z sera S. Imaginons mainlenant une 

matiere aitirante distribuee k la surface de ce cercle G de 

fagon que sa densite au point (a?', y\ z\ 

centre de gravity de da! ^ soit precisement 

m'. Cette matiere sera ainsi distribute en 

couches circulaires concentriques. Suppo- 

sons que cette matiere ficlive attire le point 

X, y, z suivant une loi convenable qu'il me 

resle k definir. 

F' sera manifestement le potentiel du a 
Tattraction de cette matiere au point a?, y, z 
si Ton suppose la loi d'altraction telle que 
le potentiel dd a une masse 1 situee k une distance 8 soit 



--(«>^) 



Fig. 14. 



egal h log 



4 [xl — a?^) . , 



82 



; c est un potentiel logarithmique; et Ton 



sait que le potentiel logarithmique d'une matiere distribuee 
en couches circulaires homogenes par rapport k un point 
exterieur est le m6me que si toute la matiere etait concentree 
au centre. On a done, en un point exterieur 



r=i w'c^w'+iog 



4 {xl — x^) 



^2 

^0 



en d^signant par 8^ la distance de ce point exterieur x, y, z 
au centre du cercle, c'est-i-dire au point (a?, o, o). Pour un 

point situ6 k la surface 8^^ = ^j et 

--, . , 16 (xl — x^) 
^ = tlog — ^^ ' 



Cette valeur est vraie en un point de la surface. En est-il 
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ainsi pour un point interieur? Non, s'il s'agit d'un courant 
r6pandu dans la masse du fil. Mais pour un courant alternaiif 
rapide, il est presque entierement a la surface. On peut done 
supposer tout le courant k la surface, et alors k Tinterieur 
m' = 0, et F' a une valeur const ante 6gale k celle qui a ele 
donn^e pour un point de la surface 

P = .■ [log Slfc^ + * _ i] 
iFudr = jdisiU.dooF •==■ jdui.n j Ydx = i j ¥Mx 

L'integrale inde'finie est : 



X 



Uofi^ + k-i\-{-x{\oix-i)-{l-x)[\o^{l-x)-i] 

L = 2; [log 2 + ^^] + aniog i- 1) 



Hertz donne 



2^ 



[.ogf- 0,75+1^] 



la raison de la difference est, je crois, que Hertz fait le calcul 
en supposant la density du courant constante dans Tinterieur 
du conducteur. 

C*est pour cette raison que Hertz donne comme second 
terme — 0,75 au lieu de — 1; s'il donne comme troisi^me 
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{ ]^ fl 1 

terme — - — au lieu de — - — cela tient vraisemblablement a 

une erreur de signe dans le calcul de ^. Ges divergences ne 
portent d'ailieurs que sur des quantites negligeables. 

En remplacant / et rf par leurs valeurs, et faisant A = 1, 
comme dans la th^orie de Neumann, on a : 

L = 1902 cm. 

En faisant A = o, on augmenterait L de 150 centimetres. 
Portons ces valeurs de L et de G dans T : 

t = 27r \[\L 

en unites electromagnetiques ; si C' est la capacite en mesure 
electrostatique 

ou : 

VT = 27r \[\^ = %z v/l902 X 7,5 = 7",51 

V etant le rapport des unites. Hertz donne un nombre 
different 6",31, parcequ'ilconsidere la vibration simple et que, 
d*autre part, il a commis dans le calcul de la capacity une 
erreur que j'ai signalee au n° 70 : pour la duree T il donne 
1,77 en cent millionniemes deseconde; il faudrait de mfime 
dire 2,51 pour une periode complete. 

Tout cela suppose R negligeable : pour qu*il y ait oscil- 
lation, il faut que II < 2 I/t;' c'est-k-dire < 969 ohms. II 
suffit pour que la formule precedente soit valable, que R^ soit 
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n^gligeable en prese-nce du carr^ de 969 ohms : le decrement 
logarithmitique sera 353^^0. 



73. R61e de I'interrupteur. — On pent assimiler I'exci- 
tateur k un pendule qui oscille, et le r61e de rinterrupteur 
consiste uniquement k ecarter le pendule de sa position 
d*equilibre par une force perlurbalrice qui disparaisse dans 
un temps tr^s court, et tres court par rapport k la duree 
d'oscillation. Gre'er une force perturbatrice qui disparaisse dans 
un temps tr6s petit relativement k un cent millionnieme de 
seconde ne peut 6lre realise par aucun moyen mecanique. 
Aussi a-t-on recours 4 une bobine de Ruhmkorff ; les deux 
bornes se chargent d'6lectricites contraires, tr«^s lentement eu 
^gard k la duree d'oscillation de Texcitateur. II arrive un 
moment on, la difference de potenliel atteignant une certaine 
valeur, 100 unites ^lectrostatiques environ, T^tincelle eclate; 
la force contrelectromotrice qui s'opposait au passage continu 
d'61ectricite d'une des parties du fil k Tautre disparait brus- 
quement : tout se passe comme si Ton supprimait une sorle 
de froltement au depart et les oscillations commencent. 

La brievete de la disparition depend d'une foule de circons* 
tances mal connues, de Tillumination de Tinterrupteur par des 
rayons ultra-violets , du degre de poll des surfaces des 
bornes, etc. Dans un article recent, qui a ete' fort remarqu6 {^) 
M. Brillouin s*est place k un point de vue different de celui de 
Hertz : il assimile Tinterrupteur k une anche et I'appareil 



(1) Hertz donne 686 et 213 au lieu de 969 et 308 a cause de Terreur 
commise sur la capacild. 
(<) Revue generak des sciences puree el appliquees, 1" ano^e, p. 141. 
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fonctionnerait bien quand la periode de rinterrupteur serait 
la m^me que celle de I'excitateur. 

Pour bien faire comprendre la difference des deux points 
de vue, je me bornerai a faire remarquer que, d'apr^s les 
idees de M. Brillouin, une etincelle re'glee pour un excitateur 
donn6 ne fonctionnerait plus avec un excitateur de periode 
differente plus courte ou plus longue, tandis que, d'apres les 
idees de M. Hertz, elle devrait certainement fonctionner pour 
tous les excitateurs de periode plus longue. 

II est difficile de se pronontier sur la question : il parait 
cependant peu probable que M. Brillouin ait raison et il est 
plus naturel de se rallier aux idees de Hertz. En tous cas, Ton 
n'a pas k faire intervenir Imterrupteur, dans le calcul de la 
periode : il suffit que la resistance tolale du fil, en y conypre- 
nant I'interrupteur, soit toujours ne'gligeable par rapport 



^V 



L 

c 



74. Objections au calcul de Hertz. — Le calcul qui 
precede pr^te a plusieurs objections. On n'a pas fait intervenir 
la bobine de Ruhmkorfl' dans le calcul de L, et pourtant elle a 
une self-induction enorme. Le courant peut ne pas aller d*un 
bout a Tautre du fil; enfin, Ton n'a pas tenu compte des 

m 

courants de deplacement produits dans le dielectrique : il y a 
radiation electrique et Tenergie ne se dissipe pas seulement 
par d^pense de chaleur dans le fil, mais encore par rayonne- 
ment de force electrique; or, dans le calcul du decrement 
logarithmique, on n'a tenu compte que de la perte de chaleur; 
le decrement est plus grand en reality. 
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75. Hertz ne tient aucun compte de la bobine de Ruhmkorf! 
dans le calcul de la p6riode. L'influence pert urbat rice exercee 
par la bobine sur la duree propre de Toscillation de i'excitateur, 
est tout k fait n^gligeable. Gonsid6rons en elfet Texcitateur AB« 








G 



Fig. 15. 



interrompu en DE ; soit i le courant qui parcourt la branclie AD ; 
i^ celui qui parcourt EB; ig celui qui passe de D en E, et^ 
celui qui parcourt le fil secondaire ECD de la bobine C. Les 
lois de Kirchhoff donnent : 



d*oii 






i^ = I, 



Nous avons ainsi deux courants : Tun i qui va de A en B, 
I'autre, d'intensite y, qui suit le circuit fermeDECD : les deux 
circuits ont d'ailleurs une partie commune DE. 

Appliquons les lois de Ohm : si L est la self-induction 
de AB, N celle de la bobine, et M I'induction mutuelle des 
deux circuits ; G la capacite des boules, R la resistance de AB, 
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et S celle da circuit DECD ; enfin, q la charge de ia premiere 
des deux spheres, on a : 



«^=-4;-4-i 



I ^^-M^J-N 



dt 



On salt que- i = -^' 



IntegroDs : 

( j = \e^' 
GLx^ + GRa + 1 + CMXa = o 

X (N(x 'f S) -}■• Mx2 =0 

£liminons X : 

(GLa2 + GRa + 1) (Na + S) — CM^ot^ = o 

L, C et R sont petits, N et S sont grands; M est tr^s petit) 
meme par rapport k L. Dans une premiere approximation, on 
pourra done negliger le second terme et T^quation se decom- 
pose : en ^galant ^ le premier facteur, on a : 

(1) CLx2 + GRa + l = o 

Ce qui est T^quation pr^cedemment t^tudi^e, obtenue quand 
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on neglige la self-induction de la bobine. On a sensiblement 



\/GL 

En remplacant * par celte valeur, nous obtiendrons une 
seconde approximation : nous pouvons ecrire : 

CMV 
(2) CLa« 4^ GRa + 1 = j^^^qjg 

Rempiacons a dans ie second membre par cette valeur "7= \ 

nous avons alors une Equation dont le terme connu est 1 
moins une certaine constante, et Terreur commise en prenant 
pour racines les racines de Tequation (2) est de Fordre de 
grandeur du second membre de I'equation (2). Ce second 

membre est approximalivement — tt—'i a etant tr6s grand, 

c'est-a-dire : — j^> et Terreur qu'on commet en ie negligeanl 

est absolument insignifiante, precisement parce que la self- 
induction N de la bobine de Ruhmkorff est 6norme. 

Tout se passe comme si, a la boule d'un premier pendule, 
on en attachait un second; si les boules suspendues aux deux 
pendules sont k peu pr^s de m^me masse, les p^riodes sont 
tres alter^es; si, au contraire, le premier pendule etant tres 
long et sa boule de masse considerable, 'le second est court el 
de faible masse, sa duree d'oscillation sera peu alteree par ie 
mouvement du premier pendule. 

Le calcul qui precede est extr^mement grossier puisque 
nous ne tenons aucun compte des effets 6normes de capacite 
qui se produisent dans la bobine. Mais le r6sultat ne seraitpas 
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modifie si on en tenait compte ; la capacite se comporterait 
comme la self-induction et n'exercerait aucune influence sur 
la dur^e de la periode, precisiment puree qu'elle est trds 
(/rande. 

Nous avons vu que par suite d'une erreur commise par 
06 savant dans le calcul de la capacite, la valeur que donne 

Hertz pour la periode T doit <^tre divisee par ^2 et, comme la 
longueur d'onde dans Tair reste ^gale au nombre que Hertz a 
trouv6 exp^rimentalement, la vitesse de propagation qu'il en 

ddduit doit ^tre multipliee par ^2. Or il Irouve une vitesse de 
propagation dans Tair tres voisine de celle de la lumiere, 
c*est-a-dire de 300,000 kilometres par seconde : la vitesse 
deduite de ses experiences correctement interpre'tees serait 

done non plus 300,000, mais 300,000 X v/2. Nous reviendrons 
plus loin sur ce point. 

Ne peut-on du moins esp^rer qu'une autre correction vienne 
compenser celle-li? G'est peu probable. On a neglige dans le 
calcul de la self-induction les courants de d^placement qui 
vont d'une boule a Tautre k travers le dielectrique : mais 
J.-J. Thomson a montre que la periode est peu alteree de ce 
chef. En effet le terme qui changera dans Texpression de F, 

ce sera P', -jr'- restera invariable. F', c'est Tintegrale 

etendue k tous les courants de de'placement et de conduction; 
et on ne Ta ^tendue qu'aux courants de conduction. Mais il 
semble bien que le terme qui leur correspond soit de beaucoiip 
le plus important. Le fil est, en effet, de petit diametre ; un 
point quelconque de la surface ou de I'interieur est beaucoup 
plus pr^s des courants de conduction que des courants de 
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deplacement, qui sont diss^mines dans tout Tespace ; et quant 
k ceux qui passent tres pr^s du point, leur intensity est 
beaucoup plus faible que celle des courants de conduction 
correspondants. C'est I^ sans doute un raisonnement grossie- 
rement approximatif, mais il suffit k montrer qu'on n*aura 

pas k multiplier la p6riode par un facleur de Tordre de v^. 

76. Une autre correction serait peut-^.tre necessaire, ainsi 
que Ta montr6 J.-J. Thomson. Le courant ne va pas tout 
entier d'une boule k Tautre : une fraction du courant aboulit 
k la surface du fiJ. Thomson admet arbitrairement que la 
variation du courant le long du fil est representee par une 
fonction sinusoi'dale : la p^riode serait alors plus grande que 
celle que donne Hertz, c*est bien dans ce sens qu'il faudrait 
une correction pour r^tablir Taccord entre la vitesse des 
ondes ^lectromagn^tiques dans Fair, et celle de la lumiere : 
seulement le facteur par lequel il faut multiplier la periode 
n'est que 1,05, et Ton est encore loin de compte. 

Ainsi I'un des r^sultats, generalement consideres comme les 
plus importants de Hertz, ne serait dd qu'k une faute de 
calcul. Nous verrons par la suite, que diHt-on le rejeter defini- 
tivement, les experiences de Hertz n'en conservent pas moins 
un Ires grand inter^t, et que les conclusions qu'on pent en 
tirer au point de vue des theories 6lectrodynamiques n'en 
sont pas moins rigoureuses. 

77. La force dleotrique aboutit normalement auit 
conduoteurs* — Une question impOrtante se pose encore au 
sujet de Texcitateur. Comment est reparti le courant dans la 
section du fil? Nous aliens montrer que, d*une maniere gen6- 
rale, quand un conducteur est le si^ge de courants alternatifs 
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extr^mement rapides, le courant de conduction est presque 
tout enlier a la surface du conducteur. J'emploierai constam- 
ment, pourT^tudedes Equations diff^rentielles lin^airesqui se 
rencontrentdans ces questions etquiadmettent pour integrales 
des fonctions p^riodiques, la m6thode qui consiste a intro- 
duire des exponentielles imaginaires (*). 

Cette methode consiste h chercher h satisfaire aux Equa- 
tions du champ electromagn^tique par des fonctions imagu 
naires contenant en facteur une exponentielle imaginaire. 
Gomme les Equations sont lineaires et k coefficients reels, les 
parties reelles de ces fonctions y satisferont Egalement. II 
suffira done, une fois le calcul termini, de conserver les par- 
lies rEelles des fonctions auxquelles on sera parvenu. Cette 
methode simplifie heaucoup les 6critnrcs,toutesles fois qu'on 
a h. Etudier un phenomene pEriodique. 

La composante F du potentiel vecteur, par exemple, est 

Sir 
une fonction periodique du temps, h pEriode — • Posons done 

F = Y^e^P* 

La pEriode Etant tres petite, p est un nombre tre^ grand, 
ce qui simplifiera les calculs. 

Nous supposerons toujours ^l = i. Pour presque tons les 
corps, [X est tres voisin de 1 ; et pour le fer, tout se passe 
comme pour un conducteur quelconque, ainsi que Hertz Ta 
montre par experience (^); sans doute, I'aimantalion par in- 

(i) Voir Thtorie mathimaliqtie de la lumierey § 50, p. 58. et passim, 
(«) Wted. Ann., t. XSXIV, p 538. 
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fluence n'est pas instantan6e, et elle n'a pas le temps de se 
produire pour des courants d*induction aussi rapides. 
Soient X, Y, Z les composantes de la force 61ectrique 

dt dx^ 

pour un conducteur X = j; ; en integrant le long d'un contour 
ferm6 quelconque, 

(1) f{Xdx -f Ydy + Zdz) =^f [udx -f vdy + wdz) 



Or 




^dx + %dy + ^^dz)=o^ 



done le premier membre devient : 

-j ^t'^-^ft'^y+ft^') 

ce qui est dgal a 

— ipf(Fdx -f Gdy -f Edz) 
Done: 

f{¥dos + Gdy + l^dz) = \f{udx + vdy + wdz) 

p est tr^s grand, le second membre est done tres petit. S'il 
est nul, on a : 

f{Fda) + Gdy + Edz) = o 
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c'est-4-dire quk rinl6rieur d'un conducieur Fdx-^- Gdy -f- Hcf^- 
est une differentielle exacte. 

On a d^ailleurs, dans les hypotheses de Maxwell, 

a dH. dG 

[L dj/ dz 

alors a, p, y sont nuls; elde ratoe ii, t?, w, puisque 

4irM =3 ~ — -T^i etc. 
dy dz 

Done, k rint^rieur des conducteurs, pas de courant : il nV 
en a que dans le di61ectrique et a la surface des conducleurs. 
On arriverait au m^me r6suUat en faisant G infini, c'est-^- 
dire en supposant le conducteur parfait. G*est pourquoi Ton 
peut dire qu'en cela les conducteurs se comportent comme 
conducteurs parfaits. 

78. On peut objecter, il est vrai, que I {udX'\'Vdy'\'tcdz) 

pourrait 6tre tres grand : alors le second merabre de Tequa- 
tion (1) n*est pas tr6s petit. L'objection tombe si Ton remarque 

que / ** ^^ p — <iui repr^sente la chaleur de Joule, 



/ u^ + t?« 
•= 



seralt alors tr^s grand, ce qui est impossible parce que la 
perte d'energie 6tant tres grande, une pareille situation ne 
pourrait se maintenir que pendant un temps tr^s court. 

D*ailleurs Texperience confirme pleinement ce resultat en 
montrant qu*on peut remplacer un conducteur par un autre 
de nature et, par suite, de conductibilite differentes, sans 
changer en rien les ph^nom^nes. 
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Mais le raisonnement par lequel on a monir6 qae le 
premier membre de Tequalion (1) est Ires petit n'est-il pas 
applicable k un di^Iectrique ? 

fiYdx + Gdy + Edz) = ^JiTdx-^-gdy + hdz) 
et, en differentiant par rapport au temps : 

j{Fdx + Gdy + Hdz) = -^ j [udco -|- vefy + 'f^dz) ; 

si p est grand, p*K est tres grand. 11 semblerait done qu'il n*y 
ait pas de courant dans le di61ectrique ; mais le raisonnement 
n'est plus applicable : d'abord , p'K n'est pas tres grand 
comme pC; s'il y a 100 millions de vibrations par seconde, 

p = 27r.l08. 

1 

G, pour un m6tal eomme le cuivre, est de Tordrede TTrj-Kest, 

en unites G. G. S., Tinverse du carre de la vitesse de Ja 
lumi^re. 



Done 



et 



^» c'est :?^-10-^ 
47U 18 



pC c'est 2ir. 10^ 



En outre, lors m^me que p*K serait tr^s grand, Ton 
pourrail dire qu'ici rien n*emp6che de supposer tr^s grand 

/ (udx-^^ vdy + lodz)] on n'a plus h, craindre, comme dans 

le cas des conducteurs, d'avoir une chaleur de Joule infinie. 
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79. Ainsi, k rint^rieur d'un conducleur, pas de couranl, 
pas de force electromotrice. La fonction cp est continue quand 
on traverse la surface et si on prend la normale pour axe des 

z, les deux deriv^es -j;^ et-j2> ainsi que leurs deriv6es par 

rapport au temps, sont continues : mais -7^ est discontinue. 
Quant aux composantes F, G, H, elles sont continues , car 

F= I est le potentiel dA k une matiere attirante de 



= / est le 

J "" 



density w, et ce potentiel est continu lors m^me que la distri- 
bution de la matiere attirante est superficielle : mais il n'en est 
pas de mdme de ses deriv^es par rapport aux coordonnees. 
Les deriv^es par rapport au temps de F, G, H sont egale- 
ment continues. 

Ainsi la force d'induction est continue quand on traverse la 
surface, la force ^lectrostatique est discontinue, en ce sens que 
sa composante normale est discontinue. II en est de m^me, 
par suite, de la force electromotrice totale. Et puisqu*en un 
point interieur cette force totale est nuUe et que les compo- 
santes tangentielles sont continues, c'est dire qu'k Texte- 
rieur la force electrique aboutit normalement & la surface du 
conducteur: dans le cas d'oscillations extremement rapides, 
nous aurons done k imposer comme condition aux limites aux 
lignes de force 6lectrique, d'aboutir normalement aux con- 
ducteurs; c'est l^ une consequence n^cessaire du fait que le 
courant de conduction est localise k la surface du conduc- 
teur et c'est une consequence tres importante : Texperience 
d'ailleurs, et nous aurons Toccasion de revenir snr ce point, 
nel'a pas v6rifi6e parfaitement ou, tout au moins, laisse place 
au doute. 
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Les lignes de force magn^tique au coniraire sont tangentes 
a la surface du conducteur. II nous suffit pour le d^montrer 
de faire voir que le flux de force magnetique qui traverse une 
portion quelconque de la surface du conducteur est nul. Or 
ce flux est 6gal ^ Tint^grale 

prise le long du contour de cette portion de surface. 
Or: 

Le flux cherch^ est done egal k 

— i r^Kdx + Ydy + Zdz) 

Or la force 6lectrique etant normale au conducteur, on a : 

Xdco -f- Yc?y -f" Z^^ = ^ 5 ^^"C ^® ^^^ ^^^ ^"^• 

G. Q. F, D. 
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80. Donnons, d'apr^s Hertz, le calcul da champ 6lectro- 
magn^tique produit par Texcitateur. 

GoDsid^rons un excitateur de revolution autour de OZ ; le 
champ sera aussi de revolution. Les lignes de force eiectrique 
et magnetique, passant par un point donn6, etant symetriques 
par rapport au plan m^ridien contenant ce point , il s'ensuit 
que toutes les lignes de force ou bien sont contenues dans des 
plans m^ridiens, ou bien sont normales k tons les plans m^ri- 
diens qu*elles rencontrent, c'est-^-dire sont des paralleles. 

Les lignes de force eiectrique, etant normales aux conduc- 
teurs, d*apres la th^orie pr^cedente, ne peuvent etre des 
paralleles : elles seront done contenues dans des plans m6ri- 
diens, et les paralleles seront des lignes de force magnetique. 

On a done 

Y = o 

et, d*apres cela, Tequation (6) § 50, p. 116, se reduit k : 

^ + ^ = o- 
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Equation qui exprime que tidy — ^dx est une diff^rentielle 
exacte, si a? et y sont seuls consid6r6s comme variables. D6si- 

gnons par — la fonciion integrate : 

tmy — ^dx = d -j- 

dm 



* = 



dydt 

(1) { p = -|^ 

* ^ dxdt 

Y==o. 

Quant aux composantes du d^placement ^lectrique, les 
Equations (4), § 50, p. 115, donnent: 



df d^ d^ cPn 

dt dy dz dxdzdt 

^ ^ ^ dt dz dx dydzdt 

dh d^ _d^ _ _ d^n d^n 

dt dx dy dx^dt dy^dt 

» 

La premiere des Equations (2) montre que 



Anf-- 



dxdz 



est une fonction independante du temps ; elle ne jouera done 
aucun r61e dans le ph6nom6ne periodique qu'il 's'agit d*e- 
tudier, et Ton pent la supposer nulle. 



(3) : \ \Tzg — 



dxdz 

dm 

dydz 



_ e^n _ dm 
dx^ dy^ 
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81. Dans I'^quation (3) du § 50, p. 115, rempla^ons ^,g, h, 
par leurs valeurs en fonctionc de 11. L'equation : 



doL At: /dh dg\ 

dt '^'^ K \dy "" dz) 



nous donne : 



d^n _ d^W ,:rf^n , flgm cgAn 
dydt^ dx^dy ' dy^ ' dz^dy dy 

ou 



Ue m6me, 









Done K -TY — AH =zf[z, t)^ et ne depend ni de a? ni de y. 

On pent supposer celte fonction f nuUe, car si on ajoute h U 
une fonction arbilraire de z ei de i cela ne change rien au 
champ ; car toutes les composantes a, p, y, /*, g, A, contien- 
nent en facteur les derivees de 11 prises au moins une fois 
par rapport k x ou k y. : 

Ainsi 






II est k remarquer que n n'est pas une fonction quelconque 
de Xj y, z; puisq^ue le champ se reproduit par une rotation 
quelconque autour de oz, U est fonction de z et de 

p =: \/i»2 -|- y^, ou, si Ton veut, de is- el de r = y^p^ -|- z^* 
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82. Gherchons les Equations des lignes de force 61ectrique : 
les Equations diffi^rentielles sont : 

Gherchons T^quation de la iigne con ten ue dans le plan des 
^a?: y = 0, a? = p. 
Les Equations (5) deviennenl : 

y = o 
hdx — fdz = 
ou: 

En prenant pour coordonn^es ^ et p, cette equation devient : 
Rendons differentielle exacte^ en multipliant par p 



et, en integrant : 



dn 
—r- = const. 
^ dp 



Avec les coordonnees x et y, Tequation d'une Iigne de force 
contenue dans un plan meridien quelconque est done: 

,ci\ dn . dU . 

83. Un cas particulier interessant est celui ou 11 est fone* 
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tion seulement de r, distance k Torigine ; une transformation 
bien connue donne : 






n est alors d^fini par Tequation : 



dm dm .2 dU. 
dfi dr^ "^ r dr 



L'^quation prend une forme plus simple en posant : 



n = - ; elle devient : 



c'est Tequatiun des cordes vibrantes, dont I'inl^grale est: 



(8) 



• = «'(- + ^ + "-('-;i) 



84. Excitateur sphdrique de Lodge. — - Appliquons a 
un exemple susceptible d'etre traits completement. Soit une 
sphere conductrice plongee dans un champ 61ectrique uni- 
forme ; de i'61ectricite positive se porte sur un hemisphere, 
de reiectricite negative sur Tautre, et I'^quilibre est suppos6 
atteint h Forigine du temps. On supprime brusquement le 
champ : il en r^sulte des vibrations electriques dans le conduc- 
teur et- dans le dielectrique environnant. Lodge a etudi6 ce 
cas exp^rimentalement. ' 

La sphere plongee dans un champ uniforme se comporte 
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comme un 4liment dlectrique orieute suivant le champ 

ax 
ici pas de courant. done F, G, H sont nuls. 

G etant une constante que nous pouvons prendre egaie a 

1 

— — > de maniere a n'avoir pas de coefficient dans les formules : 

r 
47r/- = 



dxdz 



_4 

^ di/dx 

1 11 

d^- d^' d^- 

r r r . 1 

Ann = , o = T-Q — 3-«» car <1 - = o 

dz^ dx* dy^ r 



En comparant aux (Equations (3), nous voyons que la valeur 

initiale de n est n = -; celle de e est 6 = 1, et la valeur 

r ' 

db 
initiale de -j- est o, puisqu'au d6but il y a 6quilibre et que 

Tequilibre persiste. 

On supprime le champ elecirlque ; va commencer a varier, 
d'apres la formule : 

cPO_ d^ 
dr^ "■ dt^ 
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Etablissons les conditions aux limites : on a ^ Torigine une 
sphere de rayon a; ecrivons qu'^ la surface les lignesde force 
eiectrique sont normales k la sphere- : 

^ = -^ = - 
w y z 

En considerant seulement les deux rapporls exlr^mee, 



(9) AT^__ATth 

X z 



Transformons, en convenant de representer par des leltres 
accentuees les derivees successives de 6 par rapport k r : 

cm __ /o' _ ^\ ^ __ / e^ __ ^\ 

dx \r r^J r \r* r*/ 



dxdz 



-• V;^ "■ H + H j 7 - ^''^ 

£ / r __ 3r 3e\ 



X 



De m^me 









expression que nous pouvons ecrire pour abreger 



x^ 



T 



On aurait de m^me : 
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et Tequation (9) devient : 

r z rz z Tz ' r 

ou: 

2B 4- rA = o 

En substituant et multipliant par r, il vient : 

6'-^' + 4 = o 
Gette Equation doit etre v^rifi^e pour r z=i a\ 

85. D'apres ces conditions d6terminons G, c*est-a-dire les 
deux fonctions 6^ et 63 qui entrent dans I'^quation (8). A l*o- 

rigine du temps if = 0, 6 = 1, et -j- == o 

e; (r) - ei (r) = o 

d'ou 

^\ i'^') — ^2 W = const. 

B^ (r) et 0^, (r) sont egaux a une constante pres : si on ajoule 
une constante k ^^ et qu'on la retranche a 62, on ne change 
rien 4 6 ; on pent done prendre a I'origine du temps : 

6^ =0, 62 :=: 1, 

Ceciest vrai pourr quelconque poMr^?w que r soil > a. 
Faisons croitre t k partir de o ; ^ Tinstant /, la fonction 
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^i y" + -j=] a la m6me valeur pour une dislaYice r, qu'elle 

avail k Tinstant o pour la distance r' = r 4- ~ Si r elait 

>«, &plus forte raison r' > «, puisque t estpositif: done 
0^ reste nul en lout poinl exlerieur a la sphere. 63 conserve de 

meme la valeur conslanle 1 tanl que r L > a. Pour les 

valeurs de r comprises entre a et a + -= ? se reduit k 60 ; 

v/k ^ 

mais 62 n'esl plus egal a 1 : celte fonction est alors delermi- 
nee par Tequation differentielle (10). 

86. Posons r j==l, el cherchons a satisfaire ^ I'e- 

VK 

quation en posant ; 

a 1 

a ' a 



*^ — 5 + :^ = o 



*=^±i^^~ 



9rl "" 'in » 



6 =: e^"^"^^ = pour une valeur donnee de r, 



La periode T de la vibration est donnee par: 

2aVK 

et la longueur d*onde X = — -zr« 

Le decrement logarithmique est donne par le coefficient 
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de t dans la partie reelle de Texposant de 6 ; il est ici 
~ X T = "r ' ce qui est une valour tres considerable, 



2av/K V3 

et Tamplitude, apres une oscillation, est reduite k une faible 
fraction desa valeur : c*est pourquoi les excitaleurs spheriques 
de Lodge semblent peu propres k permettre des experiences 
d'interference, la vibration qui suit 6tant trop petite pour in- 
terferer aveccelle qui precede. 

Pour des valeurs de Targument inKrieures a a, la fonclion 
6 se reduit done k une exponentielle, dont la partie r6elle 
pent se mettre sous la forme : 

e-'*^ cos ml 

On a un mouvement vibratoire dont Tamplitude va cons- 
tamment en d^croissant, et le probl^me est completeraent 
traite. En resume, k Texterieur d'une sphere dont le rayon 
va sans cesse en croissant avec le temps, il n'y a pas de per- 
turbation. II y a done une serie d'ondes spheriques se 
propageant avec la vitesse de la lumiere. 

On a suppose qu'on partait d'un certain etat initial; en 
realite, Texcitateur sph^rique pent donner lieu k des vibra- 
tions de periodes differentes. A chaque fonction spherique n 
correspond une vibration particuli^re, un harmonique diffe- 
rent, de p^riode plus courte que la p^riode precedente, et en 
m6me temps de^decrement logarithm'ique plus grand ; ces 
harmoniques s'eteignent done tout de suite. 

87. Application k I'excitateur de Hertz. — Le calcul 
est tout k fait analogue. Hertz traite le probl^me suivant : on 
a un element electrique variable, plac6 k Torigine et orienle 
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suivant Oz ; deux masses -j- E et — E sont a ime distance I 
infiniment petite, et le moment El est fonction p6riodique du 
temps. Quel est le champ electromagnetique produit? 

Pour pouvoir assimiler Texcitateur a un pareil Element, il 
faudrait que I piit 6tre considere comme tr^s petit ; or I est de 
Tordre de grandeur de 1 metre ; mais les experiences ^tant peu 
precises, on obtiendra, en partant de ces hypotheses, une 
approximation bien suffisante. 

n va ^tre fini et continu dans tout I'espace, ainsi que ses 
deriv^es premieres, sauf au voisinage de Torigine oii est 
Tel^ment. Etudions ce qui se passe au voisinage de Torigine : 



^^^ K ■" df " d% 



/ u'd-:' 



On doit comprendre dans u' le courant de deplacement dans 

le dielectriqae et le courant qui circule dans i'excitateur iui* 

meme ; dans Texcitatear, le courant est dirige suivant Oz et 

d 'El 
sonintensiteest ' ' : il n'a done pas de composanle u' et P 

se reduit aux termes provenant des couranls de deplacement, 
F est par suite fini, de m^me que G. 

Mais poor H = / ^-^ le lerme — j--^ provenant da courant 

dans rexcitaleur est iofini; el par suite H ej?t infini auf^^^i, h 
rorigine. 

H = quantit/^ finie -| jj-^' 
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De m^me pour^ : 

^ = —nEi 

dx dxdz 

-^1 -^1 -^ sonl infinies k rorigine. 
dx dy dz 

II en est done de merae de k-Kf^ A-^g^ Anh ; mais dans ces 
fonclions, on eonnait la valeur des termes qui deviennent 
infinis k Torigine. 

« 

88. Supposons done que El soil fonction p6riodique du 
temps. 

El = iL 8inp^ 

;x sm pt r 

"f""" ¥~ dz 

Toutes les fonctions 11, /*, g, h, vonl ^tre aussi des fonc- 
tions p6riodiques de la forme A sin {pt + ^)> et Ton aura par 
exemple : 

La troisieme des Equations (3) (p. 172) pent s'ecrire, en 
ayant 6gard k (4) : 

_ . d^n ^d^U 
^''^='d?'^^^ 



Mais 

dm 
dfi 



= — p^n 
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Done : 






Nous avons k satisfaire aux equations (11) 

dt dz 



P est le potential dO k una raaliere altirante de densite' «, 

at comma il n'y a pas de courant da conduction parallela h 

df 
Go?, il n'y a que das courants de d^placament u = -j \ 

employons une notation nouvelle et convenons d'ecrire (pour 
exprimer que F est le potentiel d'une matiere attirante de 



densite ^ 



dtj • 



« = " (I 



Mais pour H, il faut tenir compte du courant de con- 
duction : si on le suppose concentre a Torigine, il a pour 
masse 

dE 



" = ' <,, 



m H = - (f ) + 



^dE 
dt 
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89. Pour satisfaire k ces conditions, Herlz pose : 



(U) 



^ _ jjL sin {pt — pr Vk) 



La fonction n satisfait d'abord k Tequation (4) puisqu'elle 

est de la forme — ^ • 

r 

Posons maintenant n = n^ -f" ^g 

a r 

n< = ^ [sin (p^ — p?' Vk) — sin pt] 

la quantity entre crochets s'annule pour r = o; done n^ ne 



devient pas inflni k I'origine et pent, par suite, etre d^velopp6 
suivant les puissances croissantes de r. 



_ 1 dlL^ 
"^■^ K dz 



K^=. 



d^U 



2 



,.^v I ^^ dxdz 

(15 ■ 

^j^d^^dm, 

dz dz^ 
^''^=^d^z = '^^'di-^^ 

dt "' 6ltoc?-3^ 



ce qui donne 



rf^ dxdz 
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Et de m^me : 



+ Kpm=-K^ + 



dz^ ~^ "^ " "" ^^ dt'^ dz^ ' 
d'ou: 



d^ dm, 
dt 



-K^=:^ + Kp^n. + Kp2n, 



Je vais montrer que ces formules concordent bien avec les 
formules (12), (13) et (14), 



-■'f=-''K7^=^«^ 



(16) ( rf^l 



car 



dt^ ^ __ pVE ^ _ p V sin pt ___ _ 

A« y* Ai • * 



On doit avoir : 



(17) 



( Kp^Pf/1 = 



dxdz 



En effet : 



An2 = o 



6^2 n 

An, = An := K -^ = - Kp>n 
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et 

Or l'(5quation de Poisson noas apprend que ; 
quand <]' et ses d^riv^es sont finies dans tout I'espace. Done 

et de m^me : 



^ + Kp»n, =. - - P (- p*K.4,tA) = Kp'P (A) 



ce qui elait k verifier. 

D^s lors, la comparaison des equations (15), (16) et (17) 
donne immediatement : 

dt dx dxdz "^ dxdz dxdz ' 

et deuK equations analogues pour g et A. 

Le resultat de Hertz est done pleinement justifie car la 
fonction II d^finie par T^quation (14) satis fait bien k toutes 
les conditions du probleme. 
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RADIATION DE l'i^NERGIE 



90. L'energie electromagnetique dont Texcitateur est la 
source se dissipe en vibrations, de m^me que Tenergie d'une 
source lumineuse. U importe de se rendre comple de cette 

dissipation d'^nergie. 

» 

On a : 



" =j (S + 1 E^) 



Reportons-nous aux equations (3) et (4) du chapitre VI 
(p. 115, §50), et considerons le vecteur dont les composantes 
A, B, G sont d^finies par les equations : 

(1) I KB zzz y/ — a^ 

( KG = ^r/-^r 

J'appellerai ce vecteur le vecteur radiant : il est le produit 
gSom^trique de la force magn^tique et du d^placement elec- 
trique (au facteur K pres) : il est perpendiculaire aux deux 
syst^raes de lignes de force, 61ectrique et magn^tique. 

On v^rifie sans peine Tidentite : 



I [^^1^' + 1 (^ +.'■+-)]=§ +5-: + 5-: 



dB dG 
dy dz 



d'ou Ton conclut : 



/fdj^ m d£^ 
\dx '^ dy'^ dz, 



^(T+U) _ I f^ i^i^\ ^ 
dt '^ I \dx'^d^'^ dz) 
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Consid^rons la quantity d'energie contenue dans une surface 
ferm^e : Tintegrale de volume peut se transformer en une 
int^grale 6tendue k Taire de la surface ferm6e. 

"^ ^"^^ ^^ =J{1^ + '^B -f nC) 6/(0 = fk„di^ 

kn etant la coraposante normale h la surface, du vecteur 
radiant : tout se passe done comme si dans le temps dt une 

quantity d'energie dt j A„c?(o s'echappait, rayonnait au travers 

de la surface / c?w. 

On peut remarquer que I'energie rayonn^e h. travers une 
surface conductrice est nulle, puisque le vecteur radiant est 
partout tangent k la surface, comme perpendiciilaire aux 
lignesde force ^lectrique, qui sontnormales. 

91. En revenant a la fonction 11 precedemment etudiee, 
cherchons la quantite d'energie rayonn^e' a travers une 
sphere de tres grand rayon - 

Le parall61ogramme construit sur les deux vecteurs : force 
raagn^tique et deplacement electrique, est un rectangle, car 
les lignes de force magn^tique sont des paralleles et les lignes 
de force electrique sont dans des plans meridiens. Prenons 
une sphere de tres grand rayon, la force magnetique en un 
point de la surface est toujours tangente : la force Electrique 
qui n'est pas tangente en general, fait avec le plan tangent 
un angle d'autant plus petit que le rayon est plus grand, et 
pour un rayon tres-grand elle peut 6tre consid^ree comme 
tangente k la sphere : le vecteur radiant est done normal. Sa 
direction etant connue, calculous sa grandeur. 
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Les composantes de la force magneliqae sont — — et — ; 

111 

dans le calcul de n s'introduiront des lermes en-? -^) -5; 

1 

nous negligerons les lermes contenanl les puissances de - 

superieures a la premiere, et nous aurons comme valeur 
approchee de la force magnetique : 



y/^-^ + y^ 



V 



Le deplacement electrique est e'gal a la force magnetique 

X 7-' dans le cas d'une onde plane. Gette relation, qui n'est 

plus rigoureuse ici, est encore exacle au degr6 d'approxi- 
mation du calcul : car pour un point ires ^loigne, le depla- 
ment est sensiblement dans le plan de Tonde. et I'onde est 
assimilable a une onde plane. 

Le vecteur radiant etant le produit des deux autres vec- 
teurs, divise par K, a pour expression 






Atz r^ 



Hertz a calcule Tintegrale obtenue en multipliant par o^cd, 
et integrant sur la surface de la sphere ; il a trouve : 



I Pi* (PV/K)* 



pour la valeur electrostatique de Tenergie rayonnee pendant 
une demi-o&cillation. 
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92. Heduisons en nombres: le rayon des spheres est 15, 
la longueur I = 100 ; la charge maximam atleinte par chacune 
des deux parlies de Texcitalear 6tait 60 unites, ce qui donne 
pour le potentiel maximun E^, Eq = 60 X 15 = 900. On 
avail, d'apres ces donnees, environ 2,400 unites C. G. S. 
d'^nergie rayonn^e par demi-o8cillation(^). 

L'6nergie iniliale, avant loule vibralion, 6tait. 

^- 2 X 900 X 60 = 54000 unil^s. 
2 

Cela monlre avec quelle rapidite les vibrations diminuent; 
une parlie de F^nergie est transformee en chaleur dans la 
resislance du fil de Texcilateur ; il y aurait environ 100 unites 
depcnsees par ohm : pour une resistance qui a sensiblemenl 

3 ohms, il y aura 300 unites ; en tout 2,700 unites d'energie 

1 

perdues dans une demi-oscillalion, c'esl-^-dire r^r de Tenergie 

polenlielle iniliale. On aurait une dizaine d'oscillations sensi- 
bles, k peine. Le decrement logarithmique est pourtant 
beaucoup plus faible que dans le cas de Texcilaleur spherique, 
ce qui ne doit pas nous surprendre, car nous avions en 
facleurp*^ dans le decrement relatif a I'excilateur spherique, 
et la quanlite d'energie perdue pat demi-oscillalion est d'au- 
tanl plus grande que la periode est plus courte. 

Mais il y a plus, je viens de donner les chitfres de Hertz ; il 

4 

les a obtenus, en partant de la - longueur d'onde 4°,80 qu'il 

avail trouvee d'une part par un calcul vicie, comme nous Tavons 
vu, paruneerreursurla capacity ; d*aulre part par des expe- 

(^) Hertz. Wied. Ann. U 33, p. 12. 



£tude du champ PRODUfr PAR l'excitateur 191 

riences direcles. Si Ton venait a d^couvrir que ces experiences 

sont elies-m^messujettes^quelques causes d'erreur eta adopter 

1 

la longueur d'onde corrigee 4'",80x -p> la radiation pendant 

V2 

une demi oscillation serait de 2,400 X 2 y^ unites et le 

nombre des oscillations sensibles que Hertz evalue approxi- 

10 ' 
mativement k 10 ne serait plus que de — t=. =^ 3 environ ; dana. 

ces conditions d'ailleurs, le decrement logarithmique ne pou- 
vant plus ^tre regarde comme petit, il conviendrait de 
reprendre tout le calcul. 



PROPAGATION d'uNE PERTUHBATION 6LECTR0MAGN]6TIQUE 
DANS UN FIL M^TALLIQUE RECTILIGNE 



93. Les lacunes sont nombreuses et considerables dans 
Toeuvre de Hertz, et Ton est loin encore de la nettete qu'on 
desirerait y trouver. Un des points qui restent le plus obscurs 
est Ja question de la propagation des ondes dans un fil 
inelallique ; je vais exposer les experiences sans chercher a 
accumuler les conjectures, et a dissimuler mon embarras. 

Prenons le fil metallique pour axe des z. La perturbation 
n'est pas localisee dans le fil ; il y a dans le dielectrique Jes 
courants de deplacement qui doivent se propager avec la 
meme vitesse que la perturbation produite au sein m^me du 
fil. Le champ etant de revolution, sa connaissance se ramene 
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a la d^lerminalion d*une fonction IT satisfaisant a requalion 

dm 



Ari = K 



di 



2 



La perturbation etant supposee periodique et propagee avec 
une vilesse conslante, n est proportionnel k cos [mz — pt) ; 



comme II n*est fonction que de z, i, et p = ^x^ -\- y^, il est 
n^cessairement de la forme 

(1) II =: ^ (p) cos(m^ — pt) 

On a : 



(2) 



dHl 



dz^ 



— — mm 



dm dm dm idji_ 

dx^ ^ dy^ rfp» ^ p rfp ~ ^^ ^^ I " 

par suite, le facleur qui muUiplle •]/ (p) 6tant independant 
de p : 

Nous avons de plus, pour determiner <j/, la condition que 
'^ s'annule pour p = oo. Gette fonction se raltache aux 
fonctions de Bessel. 

94. Soit le long de OZ une masse atiirante telle que la 
quantity de matiere comprise entre z' et z* -f- rfz' soit 
{io9tnz\dz'. Le potentiel sera 

cos nz'dz* 



— >3 
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OU 

r* = x^ •+ y^ + {z - zf = f + {z- z^ 
Je pose 

r^ = f + C^ 



\ = 



COS [nz + wC) c/^ 

WTt* 

DO 

= COS n^ 



cos njc^ . / sin «C«^ 

,. — sinw^ I , 



La seconde ini^grale est nuUe, car r ne change pas par 
le changement de C en — ^; sin n^ changeanl de signe, 
les elements se detruisent deux h deux. 



-j- DO 




VpH^ 



— DO 



est fonclion seulement de p. 
V ^tant un potentiel, 



AV= —- H p — n-'V = o 

zp' ' p ap 



d ne differanl de V que par un facleur indepcndant de p, on 
a de m^me : 



rfp^ p o?p 
6lkctricit£ kt optique, 13 



2 + 77J nH = o 
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Cette equation est identique k celle qui donne |, si Ton fait 

On a done integre T^quation (3) , on doit prendre pour i 
rintegrale qui s'annule k Tinfini : 6 satisfait k cette condition, 
done <j/ = 6, 




ou 



n = ^m^ — Kp^. 



11 est k remarquer que']/, par suite II, ne s'annule pas pour 
de petites valeurs de p : en fait, il ne s'annule pour aucune 
valeur finie, mais ce qui importe c*est qu'il n'est pas nul 
pour p Ires petit. est en effet tres grand ; le point atlire 
etant tres-voisin de la matiere attirante, le potentiel est tres 
grand, ii est de Tordre de grandeur de 28 log r, 8 etant la 
density dans le voisinage et r la plus courte distance a la 
ligne attirante. 

95. Nous determinerons la vitesse de propagation par la 
condition que les lignes de force eleclrique aboutissentnorraa- 
lement k la surface du ill conducteur. II faut done qu'^ la 
surface h = o. 

Or : 

Ml = %^ + Kp*n =2 (Kp2 _- m^) n 

n ne pouvant etre nul k la surface, il faut necessairenient 
que : 

Kp^ — m'^ = 



JETUDE DU CHAMP PRODUIT PAR l'eXCITATEUR 195 

La Vitesse de propagation dans le fil est egale a la vitesse 
de la lumiere et k la vitesse de propagation des ondes dans 
Tair. Un corollaire imm6diat est que h est constamment nul ; 
les lignes de force electrique sont dans des plans perpendicu- 
laires au ill. 

La valeur de ^j^ dans ce cas est donnee par : 

^ + 1^ = 

dp^ p dp 
d'ou 

^ = log p 

Malheureusement les experiences faites sur cette question 
semblent donner des resultats contradictoires. Hertz a mesur^ 
la vitesse de propagation dans un fil en faisant interferer 
Tonde directe avec Tonde refl^chie a Textremile du fil : alors 
que dans Tair, on aurait dans ces circonstances enlre deux 

noeuds consecutifs une distance de 4™50, on trouve ici 2'"80 ; 

45 

le rapport ^ est celui qui d'apres les experiences de Hertz 

mesure le rapport de la vitesse de propagation dans I'air k la 
vitesse de propagation dans un fil m6tallique conducteur. 

96. On ne pent pas expliquer cette divergence par I'exis- 
tence de plusieurs harmoniques, eten disant que Ton a mesur^ 
dans un des deux cas la longueur d*onde correspondante a 
un &on plus haut que le fondamental. L'explication est in- 
suffisante, car Hertz a obtenu simultanement ces deux vibra- 
tions, Tune dans Tair, Tautre dans le conducteur, et ces deux 
vibrations devaient etre de m^me p6riode puisqu'il les a fait 
interferer. La resistance du conducteur est sans effet, puis- 
que Hertz a pris soin de montrer que la longueur d'onde 

(1) Wied Ann. t. XXXIV, p. 656 et XXXVI, p. 17. 
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reste la meme quand on change le diam^tre et la nature du fil. 

Faut-il done admettre que la vitesse de propagation peut 
6tre differente dans le fil et dans Tair ? On est tenle de le 
croire, si I'on observe qu'en faisanl subir k la vitesse de pro- 
pagatiou dans le fil la correction signalee plus haut, relative 
au calcul de la p6riode (§ 70, p. 151 et § 75, p. 163), on trouve 
par cette vitesse le nombre 200.000 X ^2 = 282.000, nombre 
aussi voisin de la vitesse de la lumiere que celuiqu'ont donne 
les premieres determinations du rapport des unites. Or les 
vitesses dans le fil conducteur et dans Fair sont bien les 
ra^mes, et leur valour commune est bieu celle de la vitesse 
de la lumiere, quand on adopte la th^orie de Maxwell, mais 
il n*en est pas ainsi dans toutes les theories. Les theories 
de Weber, de Neumann, et autres analogues, dans lesquelles 
X == Kq, sont d^finitivement condamn^es par les experiences 
de Hertz, qui etablissent d'une fagon indiscutable que les 
ondes ^lectromagn^tiques se propagent avec une vitesse finie, 
tandis que ces theories donnent pour la vitesse de propaga- 
tion dans les dielectriques une valeur infinie. Ne devra-t-on 
pas recouvrir par consequent k des theories intermediaires, 
attribuant a la vitesse dans les dielectriques une valeur finie 
plus grande que celle de la lumiere, et donnant une valeur 
voisine de la vitesse de la lumiere k la vitesse dans les fits 
conducteurs ? II semble qu'on est en effet reduit h se tourner 
du c6te de ces theories 61ectrodynamiques nouvelies. 

Cette necessity serait cruelle, ce serait en effet renoncer a 
toute theorie electromagnetique de la lumiere ; mais en y 
regardant de pres, nous verrons que ces 61ectrodynamiques 
nouvelies rendent encore moins compte des faits que celies 
de Maxwell. Observons pour le moment qull y a encore, 
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dans cette question de la propagation dans un fiL bien des 
circonstances inconnues. Un savant viennois, M. Lecher, (1) a 
recemment obtenu, par une methode nouvelle, une vitesse 
de propagation 6gale h celle de la lumi^re : 11 prend deux 
fils rectilignes paralleles, aux extremites desquels Font deu* 
recipients contenant des gaz rarefies qui s*illuininent par la 
decharge; en reunissant les deux fils par un pont mobile, et 
en faisant glisser ce pont, on constate des variations dans 
rillumination des gaz rarefies ; ces variations se reproduisent 
periodiquement quandle pontglisse d'un mouvement continu 
le long des fils rectilignes : de \k une methods pour mesurer 
la longueur d'onde. Ayant trouv6 ainsi pour la vitesse de 
propagation dans un conducteur un nombre voisin de la 
vitesse de la lumiere M. Lecher se croit en desaccord avec 
M. Hertz. Ainsi que nous venons de le voir ce desaccord n'est 
qu'apparent et disparait des qu'on corrige Terreur de Hertz 
sur la capacity. Mais woWk que, d'autre part, Hertz a pu 
reduire la longueur d*onde k 30 centimetres en enroulant 
le fil en spirale. MM. Sarrazin et de la Rive ont obtenu d*au- 
tres longueurs d'onde avec des resonateurs differents : peut- 
^tre y a-t-il une s6rie continue d'harmoniques formant conime 
un spectre. Ce qu'il y a de plus naturel, dans Tetat actuel de 
la question, c'est de conserver la th^orie de Maxwell, et de 
faire porter nos doutes sur la legitimite de I'application des 
conditions aux limites k la surface des conducteurs. On 
devrait alors cesser d'admettre que les lignes de force 6lectri- 
que sont normales aux conducteurs. 

* 

(*) SUzungsherichle der K, Acad. d. Wissenachaften in Wien, Bd 
XCIX, Ablh. II, April 1890. Voy. aussl Wied, Ann, t. XLI, p. 850: la 
LumUre electrique. t. XXXIX, p. 89. 



GHAPITRE X 



LE RESONATEUR DE HERTZ 



97. L'appareil k Taide duquel Hertz explore le champ est 
un circuit m^tallique, en general circulaire, presentant en un 
point un interrupteur k e'tincelles. Comment se comporte-t-il 
dans un champ variable ? 

Pour un point int^rieur, on a / = o ; 

Prenons pour origine le point consider^ et pour axe des x la 
tangente au fil en ce point : -7^ = -3^? s 6tant la longueur de 

uOO (XS 

Taxe du fil, comptee par exemple, k partir de Tinterruption. 
Dans Texpression de F, il faut distinguer plusieurs termes; 
Tun dA aux courants existant dans le champ, avant Tintro- 
duction du r^sonateur par le fait de Texcitateur primaire, 
soitF'; un autre dA aux courants secondaires produits par 
Taction perturbatrice du r^sonateur, dont la presence d^forme 
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les lignes de force voisines, soil P'''; un autre enfin, dA aux 
courants de conduction developpes dans le r^sonateur m6me, 
Boit F'". De ces trois termes, le second F' est absoJument 
negligeable. 

Le polentiel ^ se composera de deux termes : ^p' du h Taction 
propre de Texcitateur, ©" drt k I'^lectricite repandue sur la 
surface du resonateur. 

L'^quation (1) devient : 

^ ^ dl '^ doo ~' dt dx 

Appelons X le second membre : c'est la force electrique due 
k Texcitateur, et existant dans le champ avant Tintroduction 
du resonateur. 

Ne'gligeons la capacity des bornes de Tinterrupteur. Si ^ds 
est la quantite d'electricit6 repandue sur I'eleraent de lon- 
gueur ds du fil, et si r est son rayon, suppose tres petit, le 

potentiel ^^ en un point de son axe est sensiblement ^ log r; 

la valeur de F'", qui est le potentiel d'une mati6re altirante 
de densite w, est de m^me 2e log r (M, en appelant i I'intensit^ 

{}) En effet le diametre du fil ^lant fort petit par rapporta sa longueur, la 
portion de ce fil voisine du point cousid^r^ pent etre asslmilde h. un cy- 
liadre tres deli^. Lesformules pr^c^dentes, ne sont pas homogenos car r qui 
entre sous le signe log est une longueur et non un nombre. Un calcul plus 
precis donnerait la formule suivante qui est homogene : 

r 

2i log r -[- des termes qui s'annulent avec r. 

Li 

Letant une longueur constante tres grandepar rapport a r. Enn^gligeant 
les termes qui s'annulent avec r il r.este 

2t (log r — log L) 

ou puisque log L est negligeable devant log r : 

2t log r. 



/ 
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du courant. En efl'et le fil peut etre assimile a un cylindre 
tr^s deli^ de sorte que le potentiel en un point ext^rieur est le 
m^me que si toute la masse atlirante etait concentree sur 
Taxe de ce cylindre. Par suite ce potentiel a pour expres- 
sion : 

2 loe r / ud(a 



logrj 



rintegrale etant etendue k tous les elements du} de la section 
da 01. Mais au point consid^re, la tangente ayant ete mo- 
mentanement prise pour axe des oo, on a v = to = o d'oii : 



•■=/ 



ud(a. 



De meme en ce point on a G''' = H"' = o, de sorte que si 
Ton convient d'appeler E le potentiel vecteur dont les com- 
posantes sont F'", G'" et H'", on aura : 

as ax 
Et r^quation de continuity, qui se reduit ici k : 

donne entre E et cp''' la relation : 
L'dquation (2) peut s'^crire : * 



dE e// 
dt '^ ds 



+ ^ = x 
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car 



ds dj 



£liininons E, en differentiant 2} par rapport k f, (3) par 
rapport a Sy et retranchan cette equation (3) multipliee 

pari. 

rf^E 1 ^E r/X 
dl^ K ds^ ~~ rf^ 

Mais E est egal a 2, au facteur contant pres 2 logr ; d'oii, en 
posant 

2 log r = G 

98. Supposons que X varie suivant une fonction sinusoi'dale 
du temps : X est une fonction de Tare 5, comptee sur le fil du 
r^sonateur k partir de I'interrupteur, et peut etre representee 
par: 

X=::COSp^X-^(p W 



Alors 



K c?X . , , V 
^^=sm|)<.<p(«) 



<p (5) est 6videmment une fonction periodique de s, admettant 
pour p^riode la longueur totale S du r^sonateur ; cp [s) pourra 
done se d^velopper en s^rie de Fourier : 

cp (*) = A -f- B cosms -}- Csin ms -f- 
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en posant m = ■^- Je ne conserve que ces Irois termes : on 

n'aura ^videmment qu'un resultal approch^, mais nous n'en 
sommes pas k cela pres. 

Done: 

cPi cPi 

-7-5 — K ^ = sin p^ (A + B cos TTw -f" G sin ms) 

Inl^grons : 

,„. . . ,/ A , Bcost/w 4- G sinm*\ 
(5) , = 8,„p,(^__4. ____5 j 



sera la solution correspondanle au regime permanent. 

99. Discutons ce re'sultat ; faisons s = o, c'est-^-dire placons- 
nous h rinterrupteur ; le courant en ce point P est mesure 
par r^tincelle ; ii est donne par : 



^•"^'(iri^+^iv^Kp) 



la longueur maximum d'etincelle est proportionnelle k la quan- 
tity entre parentheses : or conside'rons le point P' diame- 
tralement oppos6 ^ P ; en ce point sin ms = 0, cos ms = — 1, 

cp (5) =: A — B. 

La force 61ectromotrice en P' est done proportionnelle a 

A — B. Si Ton supposait que — Kp^ et m^ — Kp^ fussent 

egaux et de signes contraires, la parenthese serait propor- 

' tionnelie ^ A — B et la longueur de T^tincelle mesurerait 
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bien la force electrique au point P' diam^tralement oppose. 
En fail, il n'y a aucune raison pour que les denominateurs 
soient 6gaux, mais Us sont de signes conlraires dans les 
experiences de Hertz, la parenthese de T^quation (6) est done 
proportionnelle a A — B X un certain coefficient. 

Je ne trouve pas ici d'expression assez vague pour exprimer 
ma pensee; je pourrais dire que r^tincelle a une tendance ^ 
varier comme A — B. Hertz semble en effet se contenter de 
dire : plus Tetincelle sera forte en P, plus sera grande la force 
electrique en P' (*). 

Mais si les deux denominateurs de la parenthese (6) etaient 
de m^.me signe, on auraitaucontraire A -f-Bxun coefficient, 
et Tetincelle tendrait h. varier comme A -j- ^i c*est-^-dire 
comme la force Electrique au point P. 

100. Outre cette absence de rigueur, il y a un reproche 
qu'on pourrait adresser k cette theorie : elle repose sur 



1 



/lidx 
— et suppose par consequent que, dans 

le cas d'oscillations tres rapides, la force Electrique aboutit 
normalement aux conducteurs; et nous avons vu combien 
cette hypothese est sujette k caution. 

En y regardai)t d'un peu prEs, on voit que la theorie du 
resonateur ne serait pas changee, si Ton abandonnait cetle 
hypothese ; on aurait toujours au premier membre de TEqua- 
tion (5) une expression linEaire aux derivees partielles de i 



(») TKierf. Ann.^ t. xmv, p. i63. — Pour certaines positions particulieres 
da resonateur I'on pent d^duire, et Kertz deduit, en effet, des consequences 
plus rigoureuses de I'etude de r^tincelle, mais dans le cas g^ndral son rai- 
sonnement revient bien a celui-l&. 
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par rapport & ^ et ^ i^ ; ei la forme de Tint^grale ne serait pas 
chang^e : seulement on aurait aux d^nominateurs de la 
parenth^se de T^quation (6) des polyndmes en m et en p, 
plus compliqii6s, ce qui n'emp6cherait pas de r6p6ter, sans y 
rien changer, la discussion grossiere qui a 616 faile pr6ce- 
demment. 

101. Hertz se borne en somme k une comparaison pour 
caracteriser le r61e de son r^sonateur : il le compare a une 
corde vibrante qui serait. fixee & ses deux extremit^s, — ces 
extr6mit6s correspondant aux deux bornes de Tinterrupleur, 
— et qui oscillerait sous Tinfluence de forces periodiques. 
Cetle comparaison est fort juste : elle traduit I'analyse prece- 
dente en langage ordinaire ; ou il a tort, c*estqu|ind il croit que 
les oscillations de la corde ont toujours lieu dans le m6me sens 
que la force qui les determine : eiles peuvent parfaitement 
6tre en sens contraire. Gonsid6rons un pendule, soumisa une 
force proportionnelle k sin pt; soit Tangle, toujours tres 
petit, du pendule avec sa position d'6quilibre. 



^ + m\=Asinpt 



m depend uniquement de la pe'riode du pendule oscillant 
seul. 
L'inte'grale, pour le regime 6tabli, est : 

A sin pt 
m* — p^ 

pour avoir I'integrale ge'n^rale, il suffirait d'ajouter 

-{- C cos mt -f- C sin mt. 
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6 est-il loujours de meme signe que sin pt 2 Gela revienl h 

demander si — ^ ^ est loujours de m^me signe que A. 

Si m < p, le deplacement et la force sont en sens contraires ; 
de merae, dans le resonateur, lout depend du signe de 



GHAPITRE XI 



REFLEXION DES ONDES fiLECTROMAGNETIQUES 



102. L'applicalion de la Ih^orie de Maxwell aux experiences 
de Hertz souleve des difficultes. Les theories inlermediaires 
entre Tancienne eleclrodynamique et celle de Maxwell, et qui 
consistent a donner h X une valeur comprise entre o et Tin- 
verse du carre de la vitesse de la lumiere, ne rendent pas 
mieux comple des faits. 

Dans un conductenr parfait — ou, ce qui revient au meme, 
dans un conducteur ordinaire, si Ton suppose les oscillations 
extremement rapides — la force magnetique et le courant 
sont nuls h Tint^rieur : il n'y a de courant qu'^ la surface. La 
premiere de ces propositions — force magn6tique nulle k 
Tinlerieur — s'accorde avec toules les theories ; il n'en est 
pas de m^me de la seconde ; on a en general : 

dy dz ' dxdt 
k rint^rieur du conducteur consid6r6, a == p = y = o, il 
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reste 

Atzu = X -r-V 
axdt 

pour Maxwell, X = o, d'ou w =. o; mais si X n'est pas nul, u 
ne Test pas non plus en general. 

Or Tun des fails experimentaux les mieux prouv^s est Tiin- 
permeabilit^ des conducteurs aux radiations 61ectriques. Hertz 
Ta mis en evidence en faisant r6fl6chir les ondes electro- 
magnetiques contre la surface d*une plaque metallique. 

103. Gonsid^rons une plaque metallique, comprise entreles 
plans X = o ei X =: h. Imaginons une perturbation electro- 
magn^tique qui y arrive, se propageant en onde plane trans- 
versale : va-t-elle passer ? 

Deux cas sont k distinguer : 

1° La vibration electrique est perpendiculaire au plan 
d'incidence, la force magnetique dans le plan d'incidence. 
Toutes les theories s'accordent a montrer que la vibration ne 
passera pas et que le potentiel 61ectrostatique (p sera nul au- 
del^ du plan a? = o ; 

2° La force magnetique est perpendiculaire au plan d'inci- 
dence, le deplacement 6lectrique lui est parallele. G'est ce cas 
qui constitue Yeocperimentum criicis, 

Prenons pour plan ;r = o le plan d'incidence 

H =z h = w =z o, 

car le deplacement electrique, le courant et le potentiel 
vecteur sont dans le plan d*incidence; F, G, /", ^, w, v, sont 
dififerents de o en general ; a = p := o, car la force magne- 
tique est normale au plan d'incidence; y = o. La th6orie 
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pr^senie les plus grandes analogies avec la th6orie optique 
de la reflexion et de la refraction [*). 

Je me servirai encore d'exponenlielles imaginaires dont les 
parties r^elles repr^senleront les quanlit^s physiques qui 
interviennent. Je vais supposer loutes les fonctions k consi- 
d6rer, proporlionnelles a une fonction de x, multipliee par 
ei{by-pt)^ Si je prends par exemple F, j'ai : 



d¥ dF . _, dF .,„ 



La fonction d'a? est elle-m^me une somme d'exponenlielles 
reelles ou imaginaires : on aura deux sortes de termes ; les 
uns de la forme : 

les autres de la forme : 

les premiers correspondant h une onde plane telle que 
Tequation du plan de Tonde soit ax^hy =. constante, et se 

2 

propageant avec une vitesse*7===T;> vers la droite si a > o, 

vers la gauche si a < o ; les seconds termes correspondant a 
un plan d'onde imaginaire, c'est-^-dire k un rayon evanescent. 

104. Notre plaque conduclrice arr^tant tout rayon elec. 
trique, quelle que soit sa conductibilite, on peut supposer cette 

{}) Theorie maihcmatique de la lumiere, 1 208, p. 336. 
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conductibilit^ infinie : I'ecran serait d'ailleurs d'aulanl plus 
impermi^able que la conductibilite serait plus grande. 

Avec cetle hypothese, nous trouvons, en 6liminant tout, 
sauf Y : 



(3) Ar = (K-X)^^^ 



dt^ 



II faudrail en realite (x (K — X) ; mais nous avons vu qu'un 
peut supposer, dans le cas d'oscillations Ires rapides, [x = 1 
pour tous les corps. 

Pour le polentiel electrostaliquecp, on aurait : 



W 



k\ (K — X) iPfb 



K dt^ 



en fail, c'esl seulemeni la d6riv6e par rapport au temps de la 
difference des deux membfes de Tequation [\) qui est nulle : 
mais une fonction quelconque est egale au facteurpres, — ep, 
h sa derivee par rapport au temps; la fonction est done nulle 
elle-m6me, et Ton a bien Tequation (4). 



105. Or : 



dt dy '^ dxdt 



et dans le dielectrique, on a : 



irJ dp dz, 

K — X "^ dt dx 



(i) Voir p* 110. ! 46. 
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d'ou : 

d'^F dt d^ 



dl^ ~ K— X dxdi 
— K— Xrfy \K — X~y dxdi 



(o) 






De mSme : 

rf^G _ i rfr _ K rf^ 
^^ dfl ^YL — ldx K — X G?yc?^ 

Que deviennent ces equations dans le conducleur? On a, 
pour un point int^rieur : 

dt'^ dx"^'' 

tout se passe done comme si K etait infini et les Equations (5) 
et (6) deviennent : 



=::-^ 



d^ 

dfi "" dxdt 

dfi dydt 



106, Gherchons les valeurs de f et de y dans les trois 
regions. 

L'equation (3) exprime que Ja force magnetique se propage 
avee la vitesse des vibrations dites transversales ; T^quation (4), 
que le potentiel electrostatique se propage avee la vitesse des 
vibrations longitudinales. 
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Remplacons -7-^ et -jf j ainsi que ^ et ;^par leurs valeurs 
en fonclion de y et de cp, il vient : 

Posons : 

b^ — p2 (K — X) = a2 

Les deux inl^grales fondamentales de (7) sont c'** et 

Q — iax 

Pour a? < o, 

Y =1 Ae'«^ -[- Be-' 



—tax 



ou A et B sont fonctions seulement de 3/ et de ^ 



Aq etant une constante. 
Pour o < a? < e, Y = o. 
De Tautre c6te de la plaque, pour a? > e, on aura : 

Y = A' e^«^ + B'e-'«^, 

ou A' et B' sont des fonctions de m^me forme que A et B, 
mais ayant des valeurs dilf^rentes. 
De meme pour cp, posons : 

^2 _ p2 ^LlLziA) ^ ± ^/i (<) 

K 

(<) Ici nous ne connaissoos pas a priori le signa du premier membre el 
nous aommes obiig^ de mettre ±: c* ; pr^cedemment ooas avioos toujours 
6^ — />> (K — X) positif, car Toade Iraosvereale incidenle que nous nous 
donnonsa une vitesse toujours r^lle. 
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Si c*est le signe + qui convieni, rinlegrale generale de (8) 
est : 

Si c*esl le signe — , rint^graie est : 

Dans le conducteur, entre les plans a? = o et a; = e, on a 
K = oo, et le coefficient de <p dans Tequation (8) se reduit a : 

^,2 _ p2^x =2 dz cP. 

Et rintegrale est : 

(f, = CV^-^ + D'e -'■''* 
ou 

«p = CV^ -f-D'e-^* 

suivant qu*il faut prendre -^cP on — cP. 

Enfin pour x > t, de Taulre c6te de la plaque, on aura, 
suivant les cas : 

ou : 

107, Les deux termes qui entrent dans Texpression de Yi 
pour 0? < 0, correspondent : Tun, Ae'^^, au rayon incident, 
Tautre, Be-'^^, au rayon r^flechi : pour a? > e, on a encore 
deux termes : Tun k'e'^^ correspond au rayon refracts, Tautre 
B'g-iaar ijg correspond a rien, par suite il doit ^tre nul. 

De m^me pour «p» Le facteur b^ — p^ — ^p etant 

A. 
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suppose d'abord positif, le premier lerme Ge'*"* correspond au 
rayon incident, le second, De-'"^' au rayon reflechi. 

Supposons que nous ayons une onde transversaie incidente : 
il n'y a pas d'onde longitudinale incidente, et le terme Ce'"*^* 
doit ^tre nul ; mais il y aura en g6n6ral une onde longitudi- 
nale r^fl^chie et une r^fract^e. Dans le iionducteur, on aura 
les deux termes, car il y aura Tonde r6fract^e et Tonde 
reflechie sur la seconde face. De Tautre cote du conducleur, 
on aura seulement le terme CV'^^ correspondant k I'onde 
longitudinale r^fract^e. 

Dans le cas oil le facteur b^ — p^ — ^T serait negatif ; 

MX 

on aurait, pour a? < o seulement le terme Ge^^ (en prenant 
c positif); car le terme T)e-^^ deviendrait infini pour x= — c», 
il doit done ^tre nul. 

Dans la plaque, les deux termes subsisteraient et, k la sortie, 
on aurait seulement le terme D'^e-^^ car le terme GV* devien- 
drait infini pour x = -}- 30. 

En resume deux cas sont k distinguer : 



"■ P K ^ 



On a alors : 

Oodes transversales Ondes longitudinaies 

AgauchedelaplaqueY=:A«'''^+B6r'''^ <p = De-'*^^ 
Dans la plaque y = o ^= G V^*+D V'^^ 

ou(p=GV^4-D'(3-''* 

A droite de la plaque y =z A'e'«^ «p = CV'^* 

« 

00 7.2 2 ^^ (K — X) ^ 
2° b^ — p^ — ^-jT < o. 

IV 
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On a alors : 

Ondes traDSversales Ondes longitudinales 

A gauche de la plaque Y=Ae'«*+Be-'«*<p = Ge^^ 

Dans la plaque y = o <p = C'e^^ -f-D'^-''' 

A droite de la plaque y = AV«^ (pznD''^-^* 

On a d*ailleur8 h droite de la plaque suivant les cas : 



ou 

Atzu = iftA'e'«^ + X.D^ctpe 



I ex 



— ex 



108. Que faut-il pour qu'il n*y ait pas courant au-dela de 
la plaque ? II faut que les valeurs obtenue? pour u et i? soient 
identiquement nulles. Nous allons montrer que, si Ton ne 
suppose pas X = o, on n*obtient ce r^sultat qu*en supposant 
nulle Tonde incidente. 

« 

Pour que le courant soit identiquement nul au-del^ de la 
plaque, il faut que les coefficients A', G" et D''' soient nuls ; 
dans la Ih^orie de Maxwell on pourrait laisser (f et D*' diffe- 

rents de o, car le terme en X -7-^ s'annule sans qu'on ait 

dxdt ^ 

besoin d'annuler <p. Observons maintenant que F, G et 9 

doivent ^tre des fonctions continues. 

Considerons le plan a? = e ; en un point situe k droite, par 

consequent au-dela de la plaque, on doit avoir F = G = 0; 

comme F et G sont conlinus, ils sont nuls aussi en un point 

tres voisin du plan, mais situe a gauche. 

Si F est nul, -^-r = — ipF est nul, done rr-^ = 0; carkTin- 
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Ifrieur de la plaque on a 






dt ' dx 
d'ou 

df^ ^ dxdt ■"" 



et tp -X =0. ^ est done nul dans le conducteur au voisi- 



nage de la seconde surface. 

A mip 

dydt 



d^(D 
On demontrerait de m^me que -r-j est nul. Done pbff =-= o. 



par suite cp = o. <p el -^ 6lant nuls en un point du conducteur 

et <p elant une somme de deux exponentielles, les deux coef- 
ficients sont forc^ments nuls. Ainsi (p est nul, comme y, h 
rint^rieur du conducteur. 

109, Raisonnons de ni6me, en considerant la premiere sur- 
face X = o; pour un point infiniment voisln de la surface, 
mais k Texlerieur du conducteur, F et G sont nuls, puisqu'ils 
sont continus en traversant la surface : et qu'ils sont nuls 
dans le conducteur. 

-Tj et -T-g sont nuls ; et cp doit ^tre nul pour la meme raison. 

On en peut conclure que -7^=0, car op = Ce'^^ ou Ce^, 

et -7^ = ^C(p ou C(p suivant le cas. 



C?*a/ . dm 

-L zrr 2p --L = o 



dxdt dx 



*!♦> li.ECTRicnt rr optique 

Nona avons d'^nc : 






et 81 Ton compare avec les equations '3) et 6 il Tient 

— I =1 -ri- := o ; H'ou T =1 o : et v etanl one sommc de deux 

ox ay 

exponentielles, ^ ^^ 7^ "^ peuvent ^tre simultanement nuls 

qa'aatant que les deux coefficients soot nuls. ^^ est done 
identiquement nal. II faut done, pour n*avoir aucune onde 
refracfie passant i travers la plaque, supprimer Tonde 
incidente. Une onde transversaleincidentequelconquepassera 
toujours k travers la plaque k moins que X i= o. 

110. Ne pourrait-on pas dire toutefois: Mais nous avons a 
rint^rieur du conducteur 



<p = C V^ + Vie 



-dx 



81 d 6tait tr6s grand, Ct dlant tr^s petit, le terme D'c~''^ 
donnerait un potentiei sensible dans le voisinage de la pre- 
miere surface, mais qui 8*6teindrait au voisinage dela seconde. 
Cette bypoth^se est k rejeter; en effet K^tant essentiellement 
positif, ainsi que X, cfest < 6, et ft est comparable ^Tinverse 
de la longueur d'onde : il faudrait, pour que le potentiei fftt 
insensible k la seconde surface, avoir des plaques d'une 
^paisseur notablement plus grande que la longueur d'onde» 
et celle-ci est de Tordre de 10 metres : or les experiences ont 
port6 sur des plaques de quelques millimetres k peine. 
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111. Les experiences de Hertz condamnent done T^lectro- 
dynamique ancienne et les theories interm^diaires. Reste la 
theorie de Maxwell; il est peu probable, quoique le contraire ne 
soit pas prouve, qu'elle arrive k rendre conipte de tout ; il 
faiidra sans doute la modifier; mais on n'aura vraisembla- 
blement qu*a la modifier sans changer le point essentiel, 
c'est-S,-dire qu'on conservera les deux systemes d*equa- 
tions : 



d^ An /dh dg" 

di'~~"K\dy~dz^ 



dl dp dz 



Tout le reste, en effet, ne constitue que des hypotheses 
secondaires, auxquelles on peut renoncer. L'une de ces 
hypotheses, nous Tavons d6ja dit, est celle qui fait aboutir 
les lignes de force 6lectriqiie normalement h la surface des 
conducteurs. On a en somme une reflexion metallique des 
ondes electromagnetiques k la surface des conducteurs, et 
M. Potier a remarque que la the'orie de Maxwell, appliquee a 
I'optique, ne rend pas bien compte de la reflexion m6tallique. 
Depuis longtcmps, en tous cas, I'on sait que la theorie de 
Maxwell n'est qu'une premiere approximation, bonne tout 
au plus pour le vide, car elle ne rend pas compte de la 
dispersion. 

112. Comment se fait-il que nous puissions si facilement 
faire bon march^ de I'hypothese des lignes de force t^lectrique 
normales aux conducteurs? G'est que nous nous sommes 
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appuy^s sur ce qu*on avail 



F= r^' 



mais ceite derni^re 6galit^ n'est pas elle-nieme si evidente. 
Posons : 



F'^ TwW 



Nous avoQS bien 



f{Ydx -f Gdy + Edz) —Ji^'dx -f G'rfy + Wdz) 

si rint^grale est 6tendue k un contour ferm6 quelconque ; 
et, dans Helmholtz, Vegalit^ est 6tablie pour un contour 
quelconque, m^me non ferm6 : alors Tidentit^ F = F', 
G= G', H = H', en resulle imm^dialement. Mais, en partant 
des hypotheses de Maxwell, nous n'avons le droit d*6crire 
cette identity que pour une ligne ferm6e ; et elle prouve 
seulemenl que la difference des deux elements differentiels 
est une differentielle exacte. On a : 



fi = G' + ^ 
dy 



H = H' + g: 



dx 



y etant une fonclion arbitraire. Telles sont en effet les 
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fornaules auxquelles on est conduit quand onne passe pas 
par la th^orie de Helmhollz. La fonction ^ ne jouant aucun 
r61e dans les ph^nomenes electrodynamiques ordinaires, 
Maxwell fait arbitrairement 5^ = 0; mais, et il le dit expres- 
s6ment, cette hypotbese ne s'impose pas a lui (*). 

(*) Voir Chapitre xii, Note 2, 



GHAPITRE XII 



NOTES ET COMPLEMENTS 



Je crois devoir ajoater aux chapitres precedents, qai con- 
tiennent mes lecons du second semestre 1890, quelques notes 
complementaires, portant sur des points que je n*ai pu deve- 
lopper dans mon cours faute de temps, ou devenues n^ces- 
saires par suite des progres de la science. 



NOTE I 



LA TH^ORIE DE HELMHOLTZ ET LE PRINCIPE DE NEWTON 



Admettantle principe de « Tunile de la force electrique », 
j*ai montre plus haut que Taction mutuelle de deux sol^- 
noides fermes variables doit 6tre la m^me que celle des deux 
feuillets 61ectriques Equivalents, ou bien encore qu'elle doit 
Etre la meme que Taction d*un des solenoides sur le feuillet 
Electrique Equivalent k Tautre. 



LA TH^ORIE DE HELMHOLTZ ET LE PRINCIPE DE NEWTON 'Hi 

En appliquaDt le priDcipe de la conservation de Tenergie, 
j'ai caicule Taction, mutuelle de deux solenoides ferm^s va- 
riables de m^me que celle de deux feuillets ^lectriques et j'ai 
montre ainsi que latheorie de Maxwell est seule compatible 
avec le postulat de Tunite de la force electrique. 

On peut se proposer de calculer par une methode analogue 
Taclion d'un feuillet electrique sur un sol^no'ide variable; on 
ne tarde pas alors a s'apercevoir que le principe de la con- 
servation de Tenergie doit 6tre applique avec une grande 
attention si Ton ne veut pas oublier des termes imnorlants ct 
qu'en particulier il faut tenir compte des actions electrodyna- 
miques des courants de convection. 

Mais lors meme qu'dn prend ces precautions on arrive k 
des resultats contradictoires suiyant qu'on suppose le feuillet 
fixe et le solenoi'de mobile, ou inversement le solenoide mo- 
bile et le feuillet fixe. On est ainsi conduit k conclure que ies 
hypotheses fondamentales de la iheorie de Helmholt2 sont 
incompatibles avec tdgalite de VaoAion et de la reaction, 

G'est ce qu'il est aise de verifier directement. 

L'energie electrodynamique T nous est donn6e en elTet par 
I'integrale suivante, ensupposant par exemple k=z i (th^orie 
de Neumann) 



+ (;i? 4- WW* , , , 

— ' axaT 

r 




rintegrale double etant 6tendue k tous Ies 616ment8 r/- et dx 
du volume des corps parcourus par Ies courants. 

Imaginons maintenant que ces corps, au lieu d'etre immo- 
biles, soient animes d'un m^me mouvement de translation 
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I 
I 



dont la Vitesse 5 est parallele k Taxe des x. Nous aurons alors 
en chaque point, outre le courant^de conduction (ou de depla- 
cement), un courant de convection dont les composantes 
seront : 

pS, 0, o 

de sorte que Texpression de T deviendra : 



'If 



{u + pS) («- + p'S) + ^v' + «>«>' a^a. 



Le principe de I'egalite de Taction et de la reaction exige- 
rait que cette expression fCit egale k la somme de deux termes, 
le premier independant de ?, le second ne dependant que de 
5 ; c'est-&-dire que Tint^grale : 



// 



J^eli^ rfxrfx' 



devrait etre nulle. 

ft 

Les fonctions wet p 6tant enti^rement arbitraires, 11 est clair 
qu'il n'en est pas ainsi en general. 

Si k n'est pas egal k 1, il faut ajouter k I'expression de T 
rintegrale suivante : 



" vvM ^^^^r 



J J ^ ^'^' 



qui devient si les conducteurs sont mobiles 



^U'^-fM-^')"^'- 
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Si done le principe de Newton etait applicable, le coeffi- 
cient de 5 dans Texpression de T devrait etre nul, c'est-^-dire 
qu'on devrait avoir : 

II est manifeste que cette condition n'est pas remplie et 
que la theorie de Helmholtz ne peut se concilier avec le prin-' 
cipe de Newton quen suhissant des modifications convenables. 

II est cependant un cas particulier ou cette difficulte ne se 
presenterait pas, c'est precisement celui de la theorie de 
Maxwell ou 

p = p' == 0. 

Quand on est arrive k cette conclusion, on ne peut s'emp6- 
cher de faire une remarque. Nous avons dit que la theorie de 
Weber n'est qu'un cas particulier de celle de Helmholtz et 
cependant cette theorie ne peut 6tre en desacord avec le prin- 
cipe de NewtOH; puisqu'elle repose sur cette hypothese que 
Taction mutuelle de deux molecules 6lectriques depend settle- 
ment de leur distance et de leur mouvement relatif. 

Comment concilier cette apparente contradiction? 

Pour cela je n'ai qu'k rappeler ce fait. Pour faire concorder 
la theorie de Weber avec celle de Helmholtz nous avons dd 
faire certaines hypotheses que nous avons exprim^es au § 15 
paries equations suivantes p. 36 : 

ev^ + e^v^ = o, eV^ + elv[^ = o 

Ces relations ne peuvent 6tre satisfaites rigoureusement 
surtout s'il y a des courants de convection, mais ainsi que je 
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Tai exp]iqu6 au § 19 leurs premiers membres sont assez pelils 
pour pouvoir ^tre negliges dans les calculs sans alterer aucune 
des consequences v^rifiables par Texperience. 

G'est done dans les termes negliges dela sorte quesetrouve 
la difference entre les theories de Weber et de Helmholtz ; 
c'est done k eux qu'on doit attribuer le desaccord entre celle 
de Helnihoitz etie principede Newton. 

Les termes complementaires qu*il faudrait ajouter aux 
epuations de Helmholtz pour les rendre compatibles avec le 
principe de I'egalit^ de Taction et de la reaction sont done 
trop petits pour etre deceles par aucune experience realisable. 

II est clair qu'on pent les choisir d'uneinfinitedemanieres; 
une de ces manieres consiste, comme nous venons de le voir, a 
restituer dans la th^orie de Weber les termes que nous avions 
d*abord n6gliges. 

La question merite d'(itre examinee de plus pres. 

Reprenons les notations dont nous avons fait usage dans 
I'etude de la th^orie de Weber ; ce sont les m^mes que celles 
qu'a employees Maxwell dans ce m^me expose. 

L'expression de T est alors : 

S ee' /t^A^ 

Si Ton considere deux elements de courant mobiles, on a : 

()r ^" I ^IL i ' ^S. 

Tt^ dt'^^ ch "•" "" ds' 

de sorte que le potentiel mutuel T de deux elements de 
courant, pent s'ecrire : 



S ee /dr \ <^ \ > ^V 
%;^r \di'^'^ ds-'^ ds) ' 
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Si Ton suppose comme nous Tavons fait : 

e -\- e^ = e' -}- e[ = ev^ -f" ^<^? == ^^ ^ 4" ^i^i^ = « 
ev -\- e^v^ = cids ev' + e(t?j = ci'ds' 

les termes ind^pendants de v et de i^' disparaissent ainsi que 
les tertnes en v, v\ v^, v'^, et 11 reste : 

ii'dsds^ dr dr 
r ds ds' 

ce qui est Texpresslon de Helmholtz pour A = — 1. 

Gonsiderons maintenant I'actiop d'une charge electrique 
mobile envisag^e comme un courant de convection sur un 
element de courant mobile ds. 

Soil V la Vitesse du conducteur mobile qui porte la charge 
electrique e'. Je d^signerai par ds' Telement d'arc de la tra- 
jectoire de cette charge mobile. 

La formule : 

'^ dr^ i ^' I ' £^ 

It''^ dt'^'^ ds'^'^ d^' 

dv 
est encore applicable, k la condition que -r represente k 

partie de la variation de r qui est due au d^placement 
absolu du courant mobile et non a son deplacement relatif 
par rapport a la charge mobile, puisque nous avons dej^ 
tenu compte du deplacement de cette charge par le terme 
, dr 

m 

On aura encore 
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mais on n*aura plus * 

e' + e\ = e?'t?'^ + ^' k^' ^ = o. 

Les termes ind6pendanls de v et de v' disparaitront done 
ainsi que les termes en r , en t?^ et en i?'^, mais les termes en 
V ne disparaitront plus et Ton aura ; 



cr ds \dt "^ cfeV 



La formule de Helmholtz donnerait : 



cr as \ as J 



A la v6rit6 le terme n6glig6 est tres-petit {k cause du 
denominateur c), mais dans Tesp^ce 11 en est de m^me du 
terme conserve, puisque v' est du ra6me ordre de grandeur 
dr 

Maintenant le principe de Newton exige que T d^pende seu- 

lement du d^placement relatif du conducteur mobile siege du 

courant, par rapport au conducteur mobile si^ge de la charge 

dv dT 

e' ; c'est-^-dire de — + t?' -rr La formule de Helmholtz est 

at as 

done inconciliable avec ce principe ; la formule de Weber 

complete pent seule s*accorder avec lui. 

Ainsi la theorie de Helmholtz que son auteur a 6tablie sen- 
lement, comme Tindique le titre de son ouvrage: k pour les 
conducleurs en repos, » doit subir des modifications impor- 
tantes quand les conducteurs sont en mouvement. 

Revenons maintenant k la question dont j'ai parl^ au debut 
de cette note, je veux dire k Taction d'un solenoide ferme va- 
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riable sur un feuillet electrique. Si Ton calcule celte action 
k i*aide de la formule de Weber complete on arrive k un 
resultat conforme au principe de « Tunite de la force elec- 
trique ». II n'en est plusde m6me si on applique cette m6me 
formule de Weber k Taction mutuelle de deux sol^noides fer- 
mes variables. 

Cette action ainsi calculee est nulle comme avec la formule 
de Helmholtz. La conclusion du chapitre n'est done pas modi- 
flee et la thdorie de Maxwell reste seule compatible avec 
« r unite de la force electrique ». 

Pour les considerations qui precedent nous nous €ommes 
places au point de vue de la th^orie de Weber, c*est-a-dire 
que nous avons suppos6 A = — i. On aurait pu arriver a des 
resultats analogues avec une valeur quelconque de k, 

Helmholtz a fait voir en effet qu'on pent retrouver son 
expression du potentiel 616mentaire {k 6tant quelconque) en 
partant d'une formule d'attraction analogue a celle de Weber, 
maisoi!i entrent non seulement r et ses deux premieres deri- 
vees par rapport a /, mais encore la derivee troisieme. 



NOTE II 



SUR LA d6M0NSTRATI0N DE CE FAIT QUE LA FORCE 
feLECTRIQUE EST NOKMALE AUX CONDUCTEURS 



La th^orie de Maxwell entraine-t-elle comme consequence 
n^cessaire que les lignes de force ^lectrique aboutissent nor- 
malement^la surface des conducleurs, sices conducteurs sont 
parfaits ou si les oscillations sont tr^s rapides? Tout depend 
de la fagon dont cette theorie est comprise ; au § 112 je 
me suis plac6 h un certain point de vue et j'ai monlre 
que cette consequence ne s'imposait pas. Mais placons-nous 
k un point de vue different, plus conforme peut-^tre k la 
veritable pens^e de Maxwell et nous arriverons k un resullat 
oppose. 

Nous supposerons pour simplifier que Ton ait affaire a un 
sysleme de conducteurs parfaits separes les uns des autres 
par un di^lectrique unique, par exemple par Fair. Nous 
avons le droit de considerer les conducteurs comme parfaits, 
puisque nous savons que, dans le cas d*oscillations tres 
rapideS) tous les conducteurs se comportent comme s'ils 
^taient parfaits. 
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L*^iiergie ^lectrostatiqae est ^gale k : 

7 (A* + ir» + A») rfr 




et r^nergie 61ectromagnetique k 

T = !;/(«' + P» + T*) rfT 

fii Ton suppose [x = 1. 

La premiere integrale doit ^ire etendue au volume du 
di61ectrique et la seconde a I'espaee entier. 

On a d'autre part : 

dt dy dz 

4«,=4,t = ^-^ 
dt dz dy 

. . dh d^ dt 

Atzio = 4Tt --r-' z=i -r- — -;-•. 
dt dx dy 



Posons 



^X „ dX dl 

*==rf7' ^ = Tt' ^ = TC 



et supposons qu*& rorigine des temps tout soit au repos et 
qu'on ait \ 

il viendra (*) : 

4 /•— — — — 
dy dz 

. d\ d7j 

dz dy 

dx dy 

« Cette analyge ne s'appllque qu'aux cas ou la charge tflectroslallque 
totale de tous les conducteurs eat nulle. 
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et : 



dt 



T = ;e- 



Les conducteurs ^tant parfaiis, il n*y a pas de resistance 
passive ni de production de chaleur et nous pouvons appli- 
quer le principe de moindre action de Hamilton sans faire 
intervenir le travail de ces resistances passives, ce qui com- 
pliquerait beaucoup les calculs. 

Dans les idees de Maxwell, T^nergie ^lectromagnetique T 
n'est autre chose que la force vive de Tether et Tenergie 
^lectrostalique U est T^nergie potentielle de l'61her (voir 
1" volume, § 152, page 168). . 

L*action hamiltonnienne est done representee par rint6- 
grale 

f'\T — U) dl 

prise par rapport au temps entre deux limiles quelconques. 
La variation : 

I (ST — 8U) dt 



to 



doit done etre nuUe pourou que Von ait 

8X = BY = 8Z = o 
pour t ^=.t^et pour iz= t^. 






FORGE ELGCrV<Xl& !&:»^MaLE AUX 0>5&rCTECM ^1 

On sait en cffet qae le th-f:r^— ^ d«e HunLltoa consbte en 
ceci que FaeticMi est mzrl-zi^ q::ar.i les eoordonnees de» 
divers points da srstrfne oct ie« Talr^ai^ donnee» pour 
f = /^ et poor f = f ,- 

Or dans les ide^e* d^Maxirrll. l^s t/jotijun^^ des direrees 
molecoles d elha- dep^nirr^t irr X. Y. Z : ain^i le$ raleors 
de X, Y, Z poor t = t^ H t = i^ d- irent ^tre eonsideree* 
comme, des doDce«$ de la q-^^t::.!. et,par c</ii*^.|uent. lears 
variations doivent ^-tre rrf%ri*>^ rcmTne na-le*- 

On a alors en jit-^frant pir far::*^ 

V' ^ ^x 
^ . xs — r- I ''f 



r-=/^/ 



il 



^lX\<f( 



Comme IX est nal pour t =z t^fA. t = t,.ll re^le 

r '.r.. = - ft r 1 •"P'} " 



Sons avon* d'actre part 




/■-'•'■■-- / WX^-/^' 



rintegralion ^tant ^?tenda*r du Tolume du d>!ectnqae. 
11 vieot 



i-%^ , /^%^ A-^-^^ ^"Y, 



</-:. 
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Or, en appliquant le proc6dd de rintegration par parties, on 
trouve ; 



Cff-^=J.nni^-Cu% 



C?T 



L'integrale dii premier metnbre et la seconde du second 
membre sont etendues h tous les 616ments de volume di du 
dielectrique. Quant k la premiere int^grale du second membre, 
elle est ^tendue k tous les 6l6ments dta de la surface qui 
separe le die'lectrique des conducteurs; enfin /, m, n sont les 
cosinus directeurs de Telement do>. 

On trouverait de m^me : 



'JnflXdt^— I I 



r^.''^=f-r^^^'^-\^'^%''- 



On a done : 



K8U 



=f^imrZZ-nrtY)Z.-^J^(zZ |- 8y|)^. 



11 revient au m^me d'ecrire : 



L'6quation de Hamilton (qui exprime que la variation de 
Taction est nulle) peat done s'^crire, en la multipliant par 
47cK, en d^signant pour abreger par H^, Hg et H3 trois inte- 
grates que je vais d6fmir : . 
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Je pose : 

H,=K/.,2:(*''I) 

H3 =z ATtfdfsi^ 8X {ng — mh] 

L'int^grale H^ est etendiie k Tespace loutentier, Tintegrale 
H3 a la surface des conducteurs, et Tintegrale H3 au di^lec- 
Irique. 

Comme celte relation doit etre satisfaite quelles que soient • 
les variations 8X, 8Y et 8Z, d*apr6s les regies du calcul des 
variations on doit avoir pour toutes les valeurs du temps 

H^ -f H3 + H3 = o 

et cela quelles que soient les variations 8X, 8Y, 8Z. 
Posons alors : 

H^ = H| -j- HJ 

H| et HJ repr^sentant la mi^me integrale que H|, ^tendue 
pour H j au volume des conducteurs et pour H J au volume du 
dielectrique. 

Comme 8X, 8Y et oZ sont arbitraires, on devra avoir separe- 
ment d'apres les regies du calcul des variations: 

h; = 0, . H2 = o, H[ + H3 = o. 

Done, on aura, toujours d'apres ces m^mes regies : 

1° A i'interieur des conducteurs : (parce que H{ =0) 

dcL 

-J = o ou puisque tout est au repos k I'origine des temps : 

a = P := Y = O, tl z=i V = to == o. 
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II rCy a pets de courant a tinterieur des conducteurs : 
2° A Tinterieur des di^lectriques (parce que H J -f- Wj = o) 



K £L« =, 4, ('ffef _ ^\ 

dt \dz dy) 



C'est r^quation (3) du § 50, p. Ho; 

3° A la surface de separation (parce que H, = o) 



ng — mh •= o 



et de meme 



nf — Ih =: 0, 



e'est-^-dire : 



I m n 

m 

ce qui eocprime que les lignes de force dlectrique sont nor- 
males a la surface des conducteurs. 



NOTE III 



SUR LE GALGUL DE LA P^RIODE 



Les incertitudes qui subsistent au sujet du calcul de la 
periode, et sur lesquelles j'ai insiste a la fin du cours, montrent 
assez quel interet 11 y aurait a posseder une methode qui 
permettrait de calculer rigoureuseuient la p6riode d'un exci- 
tateur donne. L'importance du sujet m'engage k publier les 
resultats que j'ai obtenus dans cet ordre d'idees, quelque 
incomplets qu'ils soient. 

Le probl^me k resoudre peut s'^noncer comme il suit : 

Trouver un nombre jx, et six fonctions X, Y, Z, L, M,Ndes 
trois coordonnees a?, y, et z qui satisfassent aux conditions 
suivantes : 

1® Ges six fonctions sont analytiques en tous les points de 
Tespace occupe par le dielectrique ; 

2® Si cet espace s'etend k i'infini, ces six fonctions doivent 
s'annuler a rinOni ; 

3® En tous les points du dielectrique elies doivent satisfaire 
aux equations suivantes : 

^_dN^m V2T— ^_^ 
dy dz ^ dy dz 

{k\ Y — — — — K^M— — — — 

dz dx ' dz dx 

d,x dy ^ doo dy 



236 feLECTHICITfe ET OPTIQUR 

« 

dx^ dy dz dx"^ dy dz 

4° A la surface des conducteurs et en parliculier de Texci- 
tateur, le vecteur dont les composantes sont X, Y, Z est nor- 
mal h ceCte surface. 

Le nombre \k et nos six Fonctions peuvent d'ailleurs etre 
soit reels, soil imaginalres. Cela pos6, si Ton fait : 

47r/' = partie reelle de e'>*X, a = partie reelle de i^ie^^h 
Aizg = partie reelle de e'>'Y, p = partie reelle de ejjie'i^M 
Aizh = partie reelle de e'>'Z, y = partie r6elle de ijxe'H^N 

le deplacement electrique(/',^, h) et la force magnc^tique (a, p, 7) 
satisferont aux equations de Maxwell. On aura ainsi defini 
une perturbation 61ectromagn6tique p^riodiqiie compatible 
avec ces equations. 

La pdriode sera egale a Stt divise par la partie reelle de- ja. 

Si le nombre [a est reel, Tamplitude des oscillations est 
constante. 

Si le nombre ^ est imaginaire, cette amplitude decroit sui- 
vant une loi exponentielle ; il y a un decrement logarithm 
mique dependant de la partie imaginaire de [jl. 

Cela pos6 deux cas sont a distinguer: 

1° Ou bien Texcitateur est plac6 dans une chambre entie- 
rement close k parois conductrices de sorte que Tespace 
occupy parle dielectrique estflni; 

2° Ou bien Texcitateur est plac6 dans un espace ind^fini 
occupe par le .dielectrique. 

Le premier cas est beaucoup plus simple. Malheureusement 
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c'est le second qui a ^16 r6alis6 dans les experiences; les 
salles ou on op6rait ^talent assez grandes par rapport aux 
dimensions de Texcitateur pour pouvoir ^tre assimil6es k un 
espace indefini. Je reviendrai sur ce point dans un instant. 

Les differences entre les deux cas sont tr6s grandes. 

Dans le premier cas, Tenergie ne peut se dissiper au dehors 
par rayonnement; Tamplitude des oscillations est done cons- 
tante et a est r^el. 

Dans le second cas, au contraire, il y a rayonnement et, 
par consequent il y a un decrement logarithmique et (x est 
imaginaire. 

Dans le premier cas, fx etant r^el, on peut toujours suppo- 
ser que les six fonctions sont ^galement reelles ; car si six 
fonctions imaginaires satisfaisaient aux Equations (1), il en 
serait de m^me de leurs parties reelles. 

Si les six fonctions sont reelles, cela signifie que la phase 
est la m^me en tous les points du dielectrique. 

Au contraire dans le second cas la phase est diiferente aux 
divers points du dielectrique et les six fonctions sont imagi- 
naires. 

D^ailleurs une eomparaison simple permet de ae rendre 
compte de ce fait. Si un diapason vibre dans une atmosphere 
indefinie, le son se propagera dans toutes les directions avec 
nine vitesse determinee et la phase ne sera pas la m^me aux 
divers points de cette atmosphere mais dependra de la dis- 
tance au diapason. 

Si au contraire ce diapason vibre dans un espace clos, par 
exemple dans I'espace com'pris entre deux plans paralieies 
le son se reflechira sur ces deux plans, et les ondes reflechies 
interfereront de manierea produire des noeuds et des ventres 
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ou ce qu'on appelle un systeme d'ondes stationnaires. La 
phase sera la mdme en tous les points. 

Cetetat definitif ou les ondes sont stationnaires ne pent 
s'^lablir bien entendu qu'au bout d'un certain temps; car il 
faut que le son emane du diapason (ou, dans le cas qui nous 
occupe, la perturbation emanee de Texcitateur) ail eu le temps 
de se propager jusqu'^ la parol r^flechissante. i\ faut ensuite, 
pour que ies ondes stationnaires soient appreciables, que la 
perturbation ne soit pas, avant d'atleindre la parol reQechis- 
sante, assez affaiblie par le rayonnement pour devenir insen - 
sible. C'est pour cette raison que si la salle ou on opere est 
tres grande, tout se passe comme si Ton etait place dans un 
espace indefini. Cost done le second cas qui est realise dans 
les experiences et qui ^st, par consequent, de beaucoup le 
plus int^ressant. C*est malheureusement au premier cas que 
j'ai dii me borner. 

Consid^rons done une chambre close limitee interieure- 
ment par la surface de Fexcitateur, ext^rieurement par des 
parois conductrices qui, au point de vue analytique, joueront 
le m^me r61e que cette surface, etremplie par undielectrique. 

Soient L, M, N trois fonctions quelconques assujetties seu- 

lement aux conditions suivantes que j*appellerai les condi* 

tions (2) : 

1° Elles sont analytiques et uniformes dans tout le dielec- 
trique ; 

2° On a dans le dielectrique 

dx '^ dy '^ dz ' 

3° Le vecteur (L, M, N) en tous les points de la surface des 
conducteurs est normal k cette surface ; 



SUR LE CALCCL DB LA PfcRIODK ^39 

4* L'int^grale : 

T= Al* + M» + N*) rfx 

etendue aa dielectrique enlier est 6gale a 1. 
Ceia pose, envisageons rint^grale : 

Cette inlegrale ne peut s'annuler. En effet, si elle s'annulait 
on aurait : 

d^__d}IL dL__dN dM. _ clL 

dy dz dz dx dx dy 

ct.par consequent: 

hdx -|- Mc?y 4" Ng?^ = G?<p 

</(p etant la difTereniielle exacte d'une fonction (p qui doit 6tre 
uniforme puisque les fonctions L, M, N le sont (ceite der- 
niere partie de la demonstration suppose que la chambre est 
un « espace simplement connexe », c'est-^-dire n'a pas, par 
exemple la forme d'un tore). On a done . 

dx dy dz 

Les conditions (2) signifient alors que A<p est nul en tous 

les points du dielectrique et -r^ nul en tous les points de la 

surface qui le limite. Mais cela ne peut avoir lieu que si <p est 
une constante, c*est-^-dire si 

L = M = N = 0. 
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II est ais6 de voir que cela est impossible puisque T = i. 

L'integrale U, ne poiivant s'annuler, admet un minimum. 
II exigte done Irois fonctions L, M, N pour lesquelles ce mi- 
nimum est atteint. 

Ces fonctions doivent ^tre telles que SU = o, toules les 
fois que 8T = o ; que : 

, dtL dhM c?8N _ y^dlL __ 

et que le vecteur (8L, 8M, 8N) est tangent a la surface des 
conducteurs en tons les points de cetle surface. 
Cette derniere condition s'exprime par Tequation : 

(4) ^L + mm + w8N = ^/8L = o. 

Posons pour abreger : 



X— — — — , Y— — — ^ y __ tfM 6/L 
dy dz dz dx dx dy 



II viendra : 



ST = 2 ^(LSL 4- M8M + N8N) dn 
BU = 2 y(X5X+ Y8Y + Z8Z) c^t- 

La valeur de 8U peut 6tre transform^e par I'integration 
par parties ; on trouve : 

fxZXd-z =fx (mSN — nSM) e^o) —f (sN^ — 8M ^ dx 
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de sorte que la condition 8U = o peut s'^crire : 



8u_ r 



X YZ 

I tn n 

8L8M8N 



'--f^H?.~t)V=' 



Gette condition doitetreremplie quellesque soieni les varia- 
tions 8L, 8M, 8N, pourvu qu'elles satisfassent aux rela- 
tions (3) et (4) et k la relation 8T = o. 

Le calcul des variations nous permet d*en conclure ce qui 
suit : 

On pent Irouver un nombre K[t? et deux fonctions cp et •]/ 
teiles que la condition : 

(5) f--|-'^T+/^SCf )^^+/^2W'^'-=« 

soil remplie quand les variations oL, 8M et 8N sunt absolu- 
ment quelconques. Nous transformerons encore I'une de ces 
integrales par Tintegration par parties en ecrivant : 

L*equatiou [oj peut alors s ecrire ; 



<"2[-(g-S'-'^^--S)]+ 



LLUCJJUUTL LT OJ'TlijCL. i6 
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On doit done avoir dans tous les points du dielectrique 



Ku.aL= — — — — -^ 
' di/ dz dx 

^ ' ^ dz dx dy 

^ dx dy dz 

et en tous les points de la surface des conducteurs: 

Zm — Yn = n? + i') 
(7) Xw — Z/ — m ((p + ^) 

XI — Xm = n (cp -f ^] 

Si Ton ajoute les trois equations (7) apr^s les avoir respec- 
tivement multipli^es par l^ m, n, il vient : 

(t^ 4- m2 -f n^) ((p -f ^) = u 

Done ^ '\- '^ est nul en tous les points de la surface des 
conducteurs et on a: 



' 18) 



I m n 



ce qui est une des conditions que nous nous sommes impo- 
s^es. 

On pent en tirer la consequence suivante : 

Envisageons Tintegraie 

J{Xdx + Xdy -f Idz) =J^Xdx 
prise le long d'une courbe fermee quelconque trac^e sur la 
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surface des conducteurs. Celte integrale est nulle puisque le 
vecteur X, Y, Z est normal au conducteur, ce qui est exprim6 
par Tequation (8). Si nous transformons cette integrale simple 
en integrale double par la formule connue, il vient : 



S'(f-^)'^'- = " 



et comme cela a lieu pour un contour forme quelconque 



(») 2'(i-g)=-' 



\dy dz ) 

Ajoutons les equations (6) apr^s les avoir differenti^es par 
rapport a a?, y et -2', il vient 

Mais on a par hypolhese : 



dL dM_.(m __ 
dx dy ^ dz 



II reste done : 



Acp = o. 



En un point de la surface des conducteurs, on a, en ajou- 
tant les Equations (6) multipliees respectivement par /, m, n 
et tenant compte de la relation (9) : 



""•S"--^ 
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mais on a par hypothese en ious les points de la surface : 

Ih + ^M -|- nN = 
d'ou 

dn 
On en conclut que 9 est une constante ; on a done 

^ dy dx 

et deux autres Equations analogues. Nos six fonctions X,Y,Z, 
L,M,N satisfont done blen aux conditions impos^es. 
Remarquons maintenant que nous avons : 



u=/p+v.4-zv.=yi;''(f-^) 



di 



ou en integrant par parties d'apres les m^mes regies que 
plus haul: 




N X Y Z 

I m n \d<ii — 
L M N 



/2'-(f-f)- 



La premiere des int^grale est nulle, la seconde est 6gale a 
On a done : 

D'ou la r^gle suivante : le nombre Kjx^ dont depend la 
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periode la plus grave, est le minimum de rexpresslon = 

form6e h Taide de trois fonctions L, M, N satisfaisant aux 
conditions (2). 

On pourrait d^montrer d*une maniere analogue qu'il existe 
une infinite de periodes possibles qu'on pourrait appeler des 
harmoniques superieures. Mais Texp^rience n'ayant rien 
revels de pareil, il faut admettre que ces harmoniques sont 
Irop faibles ou trop rapidement d^croissantes pour pouvoir 
^tre d6celees avec les moyens dont nous disposons. Je n'in- 
sisterai done pas sur ce point. 



NOTE IV 



SUR QUELQUES EXPfcRIKNCES RlfeCENTES 



MM. Sarrazin et de la Rive out fait au mois de mai dernier 
[Archives de Genbve, juin 1890, t. XXIII, page 557} des exp6- 
riences dont Timporlance est considerable. lis ont fait inter- 
f^rer I'onde (§manee d'lin excitateur avec la m^me onde 
r^flechie sur un mur. G'est la repetition de Texperience clas- 
sique de M. Hertz, mais ils ont oper^ avec des excitateurs 
et avec des resonateurs diff6rents et ils ont vu ainsi que la 
longueur d'onde observ^e depend des dimensions du r6so- 
nateur et est k peu pr^s independante des dimensions de 
Texcitateur. C'est le ph6nomene de la resonance multiple sur 
lequel je reviendrai dans la note suivante. 

Mais voici le point sur lequel je d^sirerais attirer I'atten- 
tion. Operant avec Texcitateur de Hertz et avec un resona- 
teur de 75 cenlimetres de diametre, c'est-a-dire k peu pres 
semblable a celui de Hertz, les savants G^nevois ont obtenu 
un internoeud de 3 metres ; M. Hertz avait trouve 4", 80. Le 
premier de ces deux resultats s'accorde suffisamment avec la 
th^orie, il n'en est pas de m6me du second Mais loule con- 
sideration theorique mise h, part, 11 y a lieu de s'eionner de 
voir des experiences executees dans des conditions en appa- 
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rence idenliques donner des r^sultals aussi divergents. II y a 
done lieu de reserver ses conclusions en attendant que ce 
point ait ei6 6lucid6. 

Dans une lettre que M . Hertz m'a fait Thonneur de m'adres- 
ser, et qu'il veut bien m'autoriser k citer ici, Tillustre physi- 
cien s*exprime ainsi a ce sujet : 

« II m'est difficile de croire que je me sois tromp6 dans la 
deuxi^me m^thode au point de trouver4'°,80aulieu de 3 metres, 
maispuisque toute la vraisemblance th^orique est du c6t6 de 
MM. de la Rive et Sarrazin, j'ai bien songe k ce qui en pourrait 
6tre la cause et voila deux manieres dont on peut expliquer 
la difference. Les ondes se produisent entre deux faces paral- 
leles d'une salle ; je n'ai tenu compte que d'une seule face 
dite refl^chissante. Supposons d'abord que la longueur de la 
salle soit 6gale k un multiple exact de la longueur d'onde, 
disons k trois longueurs d'onde. Nous aurcms deux noeuds tres 
prononces qui aurontla distance exacte. Si la longueur de la 
salle est 6gale a quatre longueurs d'onde, nous aurons trois 
nofeudstr^s prononces. Mais supposons que la longueur de la 
salle ait une valeur interm^diaire et plus rapprochee de la 
premiere, nous aurons deux noeuds moins distincts dont la 
distance sera plus grande que la veritable longueur d'onde. 
Cette explication me paraitrait bonne, si la difference n'etait 
pas trop grande. 

» L'autre est celle-ci : Ma table de zinc r6fl6chissante etait 
etablie dans une niche du mur, il serait possible que les 
points pro^minents du mur aient eu Teffetd'eloigner les noeuds 
du muret de donner une longueur trop grande aux longueurs 
mesur^es des ondes. Mais il est vrai aussi que la niche 6tait 
large de 5 it 6 metres .et il ne me semblait pas et ne semble pas 
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tr^s vraisemblable que cette circonstance ait eu un grand effet. 

» Je ne sais done pas exactement la cause de mon erreur, 
mais je crois quMl y en a. J'ai depuis longtemps cherche en 
vain pour trouver une cause plausible pour la difference de 
la Vitesse dans Tair et dans les fils, j*ai trouve moi-meme, 
avant MM. Sarrazin et de la Rive, qu'il n'y a pas de diffe- 
rence pour les ondes courtes de 30 centimetres de longueur ; 
enfin les experiences de ces messieurs donnent la m^me 
Vitesse aussi pour les ondes de grande longueur et contre* 
disent mes experiences. » 

Devons-nous done croire que, les dimensions de la niche 
etant du m^me ordre de grandeur que la longueur d'onde, il 
a pu se produire des phenomenes de diffraction et que 
M. Hertz a observe des franges de diffraction et non les 
franges d'interference proprement dite?Il serait bien prema- 
ture de se prononc^r sur ce point. II convient d'imiter la sage 
reserve de M. Hertz et de s'abstenir de conclure jusqu'^ ce 
que de nouvelles experiences aient edairci la question. 

J'ai parle aussi plus haut d'un memoire de M. Lecher 
(Sitzungsherichte de tAcad&miede Vienne^ avril 1890) et j'ai 
dit que ce savant ayant mesure par un procdde nouveau la 
Vitesse de propagation d'une perturbation dans un conduc- 
teur, a trouve que cette vitesse etait celle de la lumiere. Tres 
eionne de se trouver en contradiction avec M. Hertz, il a . 
vainement cherche la cause de cette divergence. EUe 
s'explique aujourd*hui tres aisement. M. Lecher ayant appli- 
que correctement la formule de Thomson pour la periode 
de vibration (ou M. Hertz avait oublie le facteur y^,) son 
resultat se trouve en accord suffisant avec le resultat cor- 
rige de M. Hertz. 



NOTE V 



SUR LA RfoONANCE MULTIPLE 



MM. Sarrasin et de la Rive ont observe que dans les pbe- 
nomenes d'interference, la longueur d'onde observee depend 
des dimensions du resonateur et fort peu de celles de I'exci- 
lateur. C'est le phenom^ne qu'ils ont appel(§ resonance mul- 
tiple et dont ils ont donn6 Tinterpr^tation suivante : 

L'excitateur ne donnerait naissance ni h une vibration 
unique de pf^riode parfailement determinee, ni meme k un 
certain nombre d*harmoniques distinctes ; son spectre, si j'ose 
m'exprimer ainsi, ne serait forme ni d'une, ni de plusieurs 
raies fines et distinctes ; ce serait un spectre conlinu ou plut6t 
il serait forme d'une bande tr6s large dont les bords seraient 
fortement estompes. 

II convient d'ajouter que cette bande paralt beaucoup plus 
large dans les experiences oCi Ton fait interferer les ondes dans 
un film^tallique que dans celles ou on les fait interferer dans 
Fair. Le resonateur renforcerait ensuite, par mi toutes les 
vibrations ^mises par Texcitateur, celle qui serait d'accord 
avec sa p^riode propre. 

Cette interpretation est ^videmment en desaccord avec la 
lh6orie ; mais ce n'est pas 1^ un argument k invoquer conlre 
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elle ; car cetle theorie est encore bien mal etablie et lors 
mdme qu*elle le serait, elle ne serait encore qu'une premiere 
approximation . 

J'ai propose n^anmoins une explication diff^rente que j'ai 
communiqu^e par Jettre k qoelques savants. Bien que je ne 
Tai mise en avant que timidement, je crois devoir la repro- 
duire ici. 

Dans la vibration 6mise par un excitateur, deux choses 
sont k consid^rer, la periode et le decrement logarithmiqne. 
Diverges raisons me portent k penser que ce decrement est 
beaucoup plus grand pour I'excitateur que pour le resonateur. 
L'intensite des vibrations emisespar Texcitateur irait done en 
diminuant tres rapidement de telle sorte qu*elies seraient de 
duree tres courte et peu capables d'interferer. II n'en serait 
pas de meme des vibrations propres du resonateur. Qu'arri- 
verait-il alors? Le resonateur serait mis en train par Texci- 
tateur, pourvu que les periodes ne soient pas tres differentes, 
puis il continuerait k vibrer apres que Texcitateur serait 
revenu au repos ; mais il vibrerait alors avec sa periods 
propre et ce sont ces dernieres vibrations, d'une duree beau- 
coup plus longue et susceptibles d'interferer, que Ton obser- 
verait. 

M. Hertz a qui j'avais communique cette maniere de voir 
m'a repondu ce qui suit: 

« Les experiences de MM. Sarrasin et dela Rivesur Tusage 
de divers resonateurs me plaisent beaucoup et me semblent 
fort belles, mais leur explication par un spectre continu emis 
par le primaire me deplalt absolument. Ma maniere de voir 
est cerlainement tres rapproch^e de la v6tre ; peut-^tre est- 
elle tout k fait la meme. Si le primaire produisait une vibra- 
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tion r^guliere et continue, representee par la sinusoide A, il 
ferait vibrer les resonate urs en harmonie mille fois mieux 
que les autres. S'il ne produisait qu'un simple choc, il ferait 
vibrer tons les resonateurs ^galement bien. La verile est 
entre ces deux extremes ; la vibration du primaire aura la 
forme B (une courbe representant uno serie d^oscillalions 
d'amplitude decroissante). Elle fera done vibrer tous les re- 
sonateurs, mais ceux qui sont en harmonie mieux que les 
autres. 

« Ou la m^me chose prise mathematiquement : si nous vou- 
lons repr^senter la forme A comme une somme de sinus, 
nous n'aurons qu'un seul membre. Si nous voulons repr^sen- 
ter la forme B, nous devrons employer une integrate de Fou- 
rier qui contiendra un nombre infini de sinus de toutes lon- 
gueurs. Mais on ne saurait dire pour cela que la forme B 
n'ait pas de periode distincte ni qu'elle soit equivalente a un 
spectre continu. » 

Bien qu'exprimee en termes absolument diff^rents, I'opi- 
nion de M. Hertz est done parfaitement d'accord avec celle que 
j'ai cru pouvoir emettre plus haut. 

Quoique la complication des ph^nom^nes se prete assez 
mal aucalcul, je ne crois pas inutile de donner ici un petit 
developpement analytique qui se rapporte ^ un cas plus simple 
que la r^alite mais certainement analogue. 

L'^quation qui exprime un mouvement vibratoire d^crois- 
sant quelconque pent loujours se ramener A la forme 

/ ~ 2xy' + py =^ 

y designant une variable convenablemont choisie qui d^finit 
Tamplitude de la vibration ; y eiy*' ses d6riv6es par rapport 
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au temps, a et p des constantes. L*int6grale de cette equation 
est 



y = e-«' (A cosm^ + B sinm/) m = \/p — a' 

m d^finit ainsi la p<5riode et a le ddcr^me^y Si ce decrement 
est n^gligeable (et nous supposons par une approximation 

grossiere qu'il en est ainsi pour les r^sonateurs) a = o, p = m^ 

et il reste 

/ + m^y = o. 

Si lemouvement e&t trouble par une perturbation emanee 
de Texcitateup et que « et n d^signent respectivement deux 
nombres dont dependent le d^cr^ment et la periode propres 
de Texcitateur, cetle Equation deviendra: 

y" + m^y = ke-^^ cosn^-|- Be""*^ sinn^ 

L'integrale de cette equation est v 

y =. A^e-^* cos nt + B^e-^^ sin w^ -}- G cos m/ + D sin mt 
avec les conditions : 

A< (m2 + «2 — n2) — 2^inB^ = A 
B^ [m^ + «^ — n^) + 2awA, = B. 

Si Ton suppose qu'k Torigine des temps on ait ; 

y =zy' z=zQ 
il viendra : 

A^ + G = — A<« -f- B^n + Dm = o. 

Au bout d'un temps tr6s grand, les termes qui contiennent 
rexponentielle e-^^ dispara)tront de sorte qu'il restera 

y = C cos mt •{ J) sin mt 
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etque ramplitudc de rosciliation sera proportionnelle k : 



VC2 + D2 

Si a est Ires petit et m tres voisin de n ; cetle quantite dif- 
fere tres peu de : 



L'amplitude de la vibration excitalrice restant constanlo, 
ceile de la vibration r^sultante est en raison inverse du 
radical 



V/(m2 + a^ — n'Y -f- ^a^n^, 

Quand m varie, ce radical admet un minimum 6gal h 2 an 
pour m^ = n^ — a^. Ge minimum correspond au r^sonateur 
en harmonic. 

Si a est nul, ce minimum est nul, l'amplitude correspon- 
dante inGnie et le resonateur en harmonic vibre, comme le 
dit M. Hertz, mille fois mieux que les autres. 

Si a n'estpas nul, ce minimum n*est pas nul et Tamplitude 
de vibration du resonatcdr en harmonic est plus grande que 
celle des autres, mais du meme ordre de grandeur. 

Doit-on admettre que Texcilateur a un decrc^mcnt plus 
grand quand on lui adjoint deux fils conducteurs tres longs 
pour mesurer la propagation dans les His, que quand il en 
est debarrasse? Cela expliquerait pourquoi la « bande spec- 
trale » apparente est plus large dans le premier cas que dans 
le second. 

Doit-on admettre qu*un resonateur rectiligne et ouvert a 
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un decrement plus grand qu'un r^sonateur circulaire? Cela 
expliquerait peut-6lre pourquoi Ton n*a pu obtenir d'interfe- 
rences dans les fils avec les r^sonateurs rectilignes. 

Maistoutes ces questions sont bien pr^maturees etce n'est 
que dans un grand nombre d'annees qu*il pourra ^tre utile 
de les poser. D'ailleurs d'autres explications sont possibles. 



NOTE VI 



SUR LA PROPAGATION DES ONDES DANS LES FILS SINOEUX 



La vitesse de propagation d'une onde dans un fil presen- 
lanl de petites sinuosites pent s'evaluer de deux manieres diffe- 
rentes. Le chemin parcouru par cette onde peut se compter 
en effet, soit en suivant toutes les sinuosites du fil, soit en 
projetant ce chemin sur la droite parallele a la direction 
moyenne du fil. La vitesse evaluee de la seconde maniere sera 
evidemment beaucoup plus faible. 

Les experiences de M. Hertz ont prouve que la vitesse eva- 
luee de la premiere maniere est plus grande que la vitesse 
mesur^e dans un fil tendu, tandis que la vitesse evaluee de 
la seconde maniere est au contraire plus petite que dans un 
fil tendu et souvent beaucoup plus petite. 

En appelant ds Telement d'arc du fil et i Tintensite du cou- 
rant dans ce fii, on arriverait en repliant le raisonnement 
que nous avons fait dans la theorie du resonateur k Tequa- 
tion suivante : 

Cette Equation prouve que la vitesse 6valutSe de la premiere 
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{ 

mani^re eat 6gale k rz c'est-^-dire k la vilesse de la lumiere, 

ou encore a la vitesse dans un fil tendu. 

Mais le raisonnement qui nous a conduit k cette equation 
suppose que le diametre du ill est tres petit ; mais ce n'est 
pas tout k fait le cas ici, car si le til est tordu en helice 
comme dansles experiences deM. Hertz, le pas de cette helice 
sera trop petit pour qu'on puisae negliger devant lui le dia- 
mMre du ill. 

Si le diametre du fii est presque 6gal au pas de I'helice de 
facon que les spires se touchent presque, il semble que le fil 

< 

doit se rapprocher de la condition d'un fil tendu et que par 
consequent la vitesse 6valu6e de la seconde maniere doit se 

rapprocher de -• On.expliquerait ainsi le resultat obtenu par 

M. Hertz. Maisce n'est 1^ qu'unapercu et ilconviendrait d'etu- 
dier la question avec attention. 



NOTE VII 



sua LA REFLEXION DES ONDES 



La plupart des experimentateurs ont trouv6 que les ondes 
se reHechissent tolalement sur une surface conduclrice, quelque 
mince qu'elle soil, et qu'aucune ^lincelle n'est perceptible de 
I'autre cole d'une pareille surface. Cela est vrai m^me avec 
les electrolytes et si MM. Bichat et Blondlot ont trouve que 
Teau de riviere est transparente, ellecesse del'^tre des qu'on 
y ajoute une trace d'acide. 

Au contraire M. Joubert a reconnu qu'un mur de zinc 
de 1/2 millimetre d'epaisseur de 4 metres de hauteur et de 
8 metres de largeur aflaiblit les etincelles sans les detruire 
completementet qu'on peut encore les observer de Tautrecdle 
de ce mur ; cette divergence est due sans doute k Temploi du 
nesonateur rectiligne plus sensible que les r^sonateurs cir- 
culaires. Ce phenomene est en disaccord avec la th^orie dc 
Maxwell k moins qu'on ne puisse Texpliquer par la diffraction, 
la hauteur du mur n'etant que d'une demi longueur donde ; 
mais nous ne sommes pas encore en etat de decider cetle 
question. 
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CONCLUSIONS 



La theorie est incomplete, les experiences sont pen nom- 
breuses et contradictoires. II est done imposible de decider 
8*il y a accord ou disaccord. Je termine encore par un point 
d*interrogalion. Toutefois, s'il m'est d^fendu de conclure, je 
puis parler de ilmpression qui me causent les plus recents 
progres de la science, et que le lecteur partagera sans doute 
apres avoir lu ces notes. Cette impression encore bien vague 
est que I'ensemble des r^sultats est plus favorable aujourd'hu 
a la theorie de Maxwell qu'il y a quelques mois au moment 
od j'ai clos mon cours. 



FIN 
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